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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

[WIERDZENIE

Niech f, g € L;(T). Wtedy dla prawie kazdego z € T funkcja T 3 ¢ — f(z¢~1)g(¢)
nalezy do L;(T), a funkcja

FrgiTaz— [fa gy dm() e C
T

takze nalezy do Ly(T) przy czym | f = g|, <[ flhlgl:-
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

|

DowoD

Zdefiniujmy H(z,() = ‘ f(z¢YHg(¢ )‘. Wtedy H jest nieujemna funkcja mierzalna
na T x T i dzieki niezmienniczosci miary Lebesgue’a na T wzgledem przesuniec

otrzymujemy
[([ .0 am@ ) amic) = 11111l
T T

Tak wiec na mocy twierdzenia Fubiniego

J (f ) dm(O) dm(z) = |fl1lgl < +o.
T T

Wynika stad, ze dla prawie wszystkich z funkcja ¢ — f(z¢~1)g(¢) nalezy do L;(T) i

w konsekwencji wielkos¢ (f = g)(z) jest dobrze zdefiniowana dla prawie

wszystkich z. Co wiecej f+ge Li(T)i|f+gli < | Hdm®m) = | f]i]gl:. O
TxT
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

STWIERDZENIE

Operacja

Li(T) x Li(T) > (f, 9) — f = g € Lui(T)

jest przemienna, taczna i dwuliniowa.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

Przypomnijmy, ze miara Lebesgue’a na T jest niezmiennicza wzgledem operacji
T>z— z !eT,tj.jesli hel(T), to funkcja z — h(z~!) takze nalezy do L;(T) i

fh(z‘l)dm(z) _ J ) )
T T

Teraz korzystajac z tego oraz z niezmienniczoSci m na prawe przesuniecia i
przemiennosci mnozenia w T obliczamy

(g+f)(2) = f g(zC)F() dm(c) = fg(z«z)—l)f(cz) dm(()

T T

T T
_ f F(z¢Hg(¢) dm(C) = (f * g)(2).
T
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowoD

Dla dowodu tacznosci splotu skorzystamy z tacznosci mnozenia w T, niezmien-
niczosci m na przesuniecia i twierdzenia Fubiniego: niech f, g, h € L;(T). Wtedy

(f+(g= )z ff 2 (g h)() dm(¢) = ff<z< 1)(] (¢r")h(7) dm(y >> am(¢)
f(ff z¢"1g(¢y™ 1) dm(¢ )> h(y)dm(y J(ff (€1~ 1)olm(g)) h(v)dm(v)

- f( f Fzy ¢ Dg(©) dm(@) h(y)dm(7) = j(f « 9)(z7"Yh(z)dm(y) = (S * g) = h) (2).
T T T

W koncu dwuliniowos¢ f * g wzgledem f i g jest jasna z definicji splotu. O
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TWIERDZENIE

Dla f,g € L;(T) i dowolnego n € Z mamy f = g( ) f(n)g( ).

Ponownie korzystamy z niezmienniczosci miary Lebesgue’a na przesuniecia i
twierdzenia Fubiniego:

From = [27( 92 =f (ff 2! >) m(2)
T
- | (jz*”f(zf 9(0)d <) j(jc n(2c-1) "z~ N)g(C )dm(o) dm(z)
T T T T

f (jc (2o )g(0)dm(2) ) dm(() - j (j( e dmis) )¢ ngl¢) dmio)

= <!(z)”f(z)dm z ) <J§ "g(¢) dm(C)) = F(mg(n). 0
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

e Algebra Banacha nazywamy przestrzen Banacha (A, | - |) wyposazona w
dwuliniowe taczne mnozenie (a, b) — ab takie, ze

|ab| < lal|b],  a,beA.

Powyzej pokazaliSmy, ze operacja splotu definiuje na L;(T) strukture
przemiennej algebry Banacha. Zauwazmy, Ze algebra ta nie ma jedynki.

@ Przestrzen cy(Z) takze jest przemienna algebra Banacha wzgledem operacji
punktowego mnozenia ciagow.

@ Ostatnie twierdzenie mowi, ze
Li(T) 5.f — f € co(Z)

jest homomorfizmem algebr Banacha.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

@ Przypomnijmy wyrazenie na jadro Dirichleta:

DN(X) = 227r sin(%x) X ¢ 277 ‘
N+1
27-:'_ X e 27

STWIERDZENIE

Mamy S |Dn(7)| dr ~— T

00]
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Skoro sinx < x dla x > 0, mamy

s s ™ . N + l ™ . N + l
f‘DN(T)‘ dr = 2J‘DN(T>‘ dr = }FJ SR T )T (( : 2)7) dr > %f a2k} ( 2)7) dr.
Sin (QT) T
-7 0 0 0
Teraz dzielimy [0,7] na 2N + 1 przedzialéw [oiT (QIJ\;B{F ] (n = 0,...,2N). Na
kazdym takim przedziale czynnik ; jest wiekszy niz ZY1-. a wiec
(n+1)m (n+1)m
™ 2N 2N+1 2N 2N+1
J‘DN )| dr > 2 Z 7|Sm (@+2)7)| dr > Z(ZNH Z J )sin((N+ %)T)’dT.
~r =0 g i
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Dalej zauwazmy, ze

(n+1)m

2N+1 ﬁ
J |sin((N + %)T)‘ dr = J sin((N + 3)7) dr,
BN+ 0
a stad
2N+1
J‘DN ‘dT 2N+1) #1 J sin((N + ) )dr
2N 2 2N
_ 2NN S Ly ;)—lfsmade _ 4y
n=0 0 n=0
ktora to wielkos¢ dazy do +o gdy N — oo. O
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

LEMAT

Dla kazdego N € N istnieje fiy € C([—7, 7]) taka, ze fy(—7) = fn(7), |fv]oo =11
f Dy(7)fn(r)dr > 4 J‘DN(T)‘ dr.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Podzielmy przedziat [—, 7] na podprzedzialy, na ktérych Dy ma staly znak:
N [N
_|_.—- _ Nm _Nn+l)m nrx . m s
[_W’W]_[ i N+;]U<U[ N+1 ’N+;]>U[ N+%’N+%]

n=1
N-1 )
nmr n+1)w N
Y (U [N+%’ Nti D Y [N+§’7r]

Nastepnie ustalmy ¢ € |0, ﬁ[ i rozwazmy funkcje g. zdefiniowana oddzielnie dla
kazdego [a, b] z powyzszej sumy:

sgn(Dn(%2))e i (x —a) xe[a,a+e[
ge(x) = Sgn(DN(%b)) xela+eb—¢].
sgn(DN(%b))s_l(b—x) x € |b— e, b
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

_ SrReorFouRnRA ]
Funkcja g. jest ciagla i spelnia |g.|, = 1 oraz g.(—7) = g.(w) = 0. Ponadto na
mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej

T

Dn(7)ge(r)dT —— ( |Dn(7)|dr.
[ ovcnmirer |

—T

Definiujemy fy jako taka funkcje g., dla ktorej

™

f Dy(7)g-(7)dr > % J|DN(T)| dr.

—T
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE

Istnieje funkcja f € C([—n, 71]) taka, ze f(—n) = f(r), dla ktérej ciag (sn(f,0))
jest rozbiezny.

NeN

DowoOD

Niech X bedzie podprzestrzenia C([—m,7]) skladajaca sie z funkcji o réwnych
wartosciach na koncach przedzialu. Jest jasne, ze X jest domknieta pod-

przestrzenia C([—m,7]), a wiec X jest przestrzenia Banacha. Dla kazdego N € N
niech Oy bedzie funkcjonatem

Xsg+— f Dy(7)g(7)dr € C.

Jest jasne, ze Oy jest ciagly: [On(g)| < ( § |Dn(7)| dr> lgle (g € X) i mamy Oy(g) =
sn(g, 0) dla kazdej funkcji g € X i kazdego N € N.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE

Istnieje funkcja f € C([—n, 71]) taka, ze f(—n) = f(r), dla ktérej ciag (sn(f,0))
jest rozbiezny.

NeN

DowoOD

Jesli dla kazdej f € X ciag (sn(f,0))y.y bylby zbiezny, to — w szczegolnosci —
rodzina funkcjonaléw {O,}ycy miataby te wlasnosé, ze zbior

{en(f)| N e N}
bylby ograniczony dla kazdej f € X. Wowczas na mocy twierdzenia Banacha-

Steinhausa istnialaby stata C > O taka, ze |Oy| < C dla wszystkich N. Jednak
udowodniony wczesniej lemat mowi, ze

O
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE CARLESONA-HUNTA

Niech p € |1, +o0] i niech f € L,([—=, 7]). Wowczas

SN(fv t) —’f(t)

N—oo

dla prawie wszystkich t € [—7, 7].

UWAGA

Dla p = 2 stosunkowo tatwo uzyskaliSmy wynik, ze powyzsza zbieznos¢ zachodzi
dla pewnego podciagu ciagu (on(f,)) yen-
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