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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

TWIERDZENIE

Niech f ,g P L1pTq. Wtedy dla prawie każdego z P T funkcja T Q ζ ÞÑ f pzζ´1qgpζq

należy do L1pTq, a funkcja

f ˚ g : T Q z ÞÝÑ

ż

T

f pzζ´1qgpζq dmpζq P C

także należy do L1pTq przy czym } f ˚ g
›

›

1 ď } f }1}g}1.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD

Zdefiniujmy Hpz, ζq “
ˇ

ˇ f pzζ´1qgpζq
ˇ

ˇ. Wtedy H jest nieujemną funkcją mierzalną
na T ˆ T i dzięki niezmienniczości miary Lebesgue’a na T względem przesunięć
otrzymujemy

ż

T

ˆ
ż

T

Hpz, ζq dmpzq

˙

dmpζq “ } f }1}g}1.

Tak więc na mocy twierdzenia Fubiniego
ż

T

ˆ
ż

T

Hpz, ζq dmpζq

˙

dmpzq “ } f }1}g}1 ă `8.

Wynika stąd, że dla prawie wszystkich z funkcja ζ ÞÑ f pzζ´1qgpζq należy do L1pTq i
w konsekwencji wielkość p f ˚ gqpzq jest dobrze zdefiniowana dla prawie
wszystkich z. Co więcej f ˚ g P L1pTq i } f ˚ g}1 ď

ş

TˆT
H dpm b mq “ } f }1}g}1.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

STWIERDZENIE

Operacja
L1pTq ˆ L1pTq Q p f ,gq ÞÝÑ f ˚ g P L1pTq

jest przemienna, łączna i dwuliniowa.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD

Przypomnijmy, że miara Lebesgue’a na T jest niezmiennicza względem operacji
T Q z ÞÑ z´1 P T, tj. jeśli h P L1pTq, to funkcja z ÞÑ hpz´1q także należy do L1pTq i

ż

T

hpz´1q dmpzq “

ż

T

hpzq dmpzq.

Teraz korzystając z tego oraz z niezmienniczości m na prawe przesunięcia i
przemienności mnożenia w T obliczamy

pg ˚ f qpzq “

ż

T

gpzζ´1qf pζq dmpζq “

ż

T

g
`

zpζzq´1˘f pζzq dmpζq

“

ż

T

gpζ´1qf pζzq dmpζq “

ż

T

gpζqf pzζ´1q dmpζq

“

ż

T

f pzζ´1qgpζq dmpζq “ p f ˚ gqpzq.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD

Dla dowodu łączności splotu skorzystamy z łączności mnożenia w T, niezmien-
niczości m na przesunięcia i twierdzenia Fubiniego: niech f ,g,h P L1pTq. Wtedy

`

f ˚ pg ˚ hq
˘

pzq “

ż

T

f pzζ´1qpg ˚ hqpζq dmpζq “

ż

T

f pzζ´1q

ˆ
ż

T

gpζγ´1qhpγq dmpγq

˙

dmpζq

“

ż

T

ˆ
ż

T

f pzζ´1qgpζγ´1q dmpζq

˙

hpγq dmpγq “

ż

T

ˆ
ż

T

f
`

zpζγq´1˘g
`

pζγqγ´1˘dmpζq

˙

hpγq dmpγq

“

ż

T

ˆ
ż

T

f pzγ´1ζ´1qgpζq dmpζq

˙

hpγq dmpγq “

ż

T

p f ˚ gqpzγ´1qhpγq dmpγq “
`

p f ˚ gq ˚ h
˘

pzq.

W końcu dwuliniowość f ˚ g względem f i g jest jasna z definicji splotu.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

TWIERDZENIE

Dla f ,g P L1pTq i dowolnego n P Z mamy zf ˚ gpnq “ pf pnqpgpnq.

DOWÓD

Ponownie korzystamy z niezmienniczości miary Lebesgue’a na przesunięcia i
twierdzenia Fubiniego:

zf ˚ gpnq “

ż

T

z´np f ˚ gqpzq dmpzq “

ż

T

z´n
ˆ
ż

T

f pzζ´1qgpζq dmpζq

˙

dmpzq

“

ż

T

ˆ
ż

T

z´nf pzζ´1qgpζq dmpζq

˙

dmpzq “

ż

T

ˆ
ż

T

ζ´npzζ´1q´nf pzζ´1qgpζq dmpζq

˙

dmpzq

“

ż

T

ˆ
ż

T

ζ´npzζ´1q´nf pzζ´1qgpζq dmpzq

˙

dmpζq “

ż

T

ˆ
ż

T

pzζ´1q´nf pzζ´1q dmpzq

˙

ζ´ngpζq dmpζq

“

ˆ
ż

T

pzq´nf pzq dmpzq

˙ˆ
ż

T

ζ´ngpζq dmpζq

˙

“ pf pnqpgpnq.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

Algebrą Banacha nazywamy przestrzeń Banacha
`

A, } ¨ }
˘

wyposażona w
dwuliniowe łączne mnożenie pa,bq ÞÑ ab takie, że

}ab} ď }a}}b}, a,b P A.

Powyżej pokazaliśmy, że operacja splotu definiuje na L1pTq strukturę
przemiennej algebry Banacha. Zauważmy, że algebra ta nie ma jedynki.

Przestrzeń c0pZq także jest przemienną algebrą Banacha względem operacji
punktowego mnożenia ciągów.

Ostatnie twierdzenie mówi, że

L1pTq Q f ÞÝÑ pf P c0pZq

jest homomorfizmem algebr Banacha.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

Przypomnijmy wyrażenie na jądro Dirichleta:

DN pxq “

$

&

%

sinppN` 1
2 qxq

2π sinp 1
2 xq

x R 2πZ
2N`1

2π x P 2πZ
.

STWIERDZENIE

Mamy
π
ş

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ ÝÝÝÑ
NÑ8

`8.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

DOWÓD

Skoro sin x ď x dla x ě 0, mamy

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ “ 2

π
ż

0

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ “ 1
π

π
ż

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin
`

pN ` 1
2qτ

˘

sin
`1

2τ
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ ě 2
π

π
ż

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin
`

pN ` 1
2qτ

˘

τ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ.

Teraz dzielimy r0, πs na 2N ` 1 przedziałów
“ nπ

2N`1 ,
pn`1qπ
2N`1

‰

(n “ 0, . . . ,2N ). Na
każdym takim przedziale czynnik 1

τ jest większy niż 2N`1
pn`1qπ , a więc

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ ě 2
π

2N
ÿ

n“0

pn`1qπ
2N`1
ż

nπ
2N`1

|sinppN` 1
2 qτq|

τ dτ ě
2p2N`1q

π2

2N
ÿ

n“0

1
n`1

pn`1qπ
2N`1
ż

nπ
2N`1

ˇ

ˇ

ˇ
sin

`

pN ` 1
2qτ

˘

ˇ

ˇ

ˇ
dτ.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

DOWÓD

Dalej zauważmy, że
pn`1qπ
2N`1
ż

nπ
2N`1

ˇ

ˇsin
`

pN ` 1
2qτ

˘
ˇ

ˇdτ “

π
2N`1
ż

0

sin
`

pN ` 1
2qτ

˘

dτ,

a stąd

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ ě
2p2N`1q

π2

2N
ÿ

n“0

1
n`1

π
2N`1
ż

0

sin
`

pN ` 1
2qτ

˘

dτ

“
2p2N`1q

π2

2N
ÿ

n“0

1
n`1

`

N ` 1
2

˘´1

π
2
ż

0

sin θ dθ “ 4
π2

2N
ÿ

n“0

1
n`1 ,

która to wielkość dąży do `8 gdy N Ñ 8.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

LEMAT

Dla każdego N P N istnieje fN P Cpr´π, πsq taka, że fN p´πq “ fN pπq, } fN }8 “ 1 i

π
ż

´π

DN pτqfN pτq dτ ą 1
2

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

DOWÓD

Podzielmy przedział r´π, πs na podprzedziały, na których DN ma stały znak:

r´π, πs “

”

´π,´ Nπ
N` 1

2

ı

Y

ˆN´1
ď

n“1

”

´
Npn`1qπ

N` 1
2

, nπ
N` 1

2

ı

˙

Y

”

´ π
N` 1

2
, π

N` 1
2

ı

Y

ˆN´1
ď

n“1

”

nπ
N` 1

2
, pn`1qπ

N` 1
2

ı

˙

Y

”

Nπ
N` 1

2
, π
ı

Następnie ustalmy ε P
‰

0, π
2N`1

“

i rozważmy funkcję gε zdefiniowaną oddzielnie dla
każdego ra,bs z powyższej sumy:

gεpxq “

$

’

’

&

’

’

%

sgn
`

DN
`a`b

2

˘˘

ε´1px ´ aq x P ra,a ` εr

sgn
`

DN
`a`b

2

˘˘

x P ra ` ε,b ´ εs

sgn
`

DN
`a`b

2

˘˘

ε´1pb ´ xq x P sb ´ ε,bs

.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

DOWÓD

Funkcja gε jest ciągła i spełnia }gε}8 “ 1 oraz gεp´πq “ gεpπq “ 0. Ponadto na
mocy twierdzenia o zbieżności zmajoryzowanej

π
ż

´π

DN pτqgεpτq dτ ÝÝÝÑ
εŒ0

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ.

Definiujemy fN jako taką funkcję gε, dla której

π
ż

´π

DN pτqgεpτq dτ ą 1
2

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

TWIERDZENIE

Istnieje funkcja f P Cpr´π, πsq taka, że f p´πq “ f pπq, dla której ciąg
`

sN p f ,0q
˘

NPN
jest rozbieżny.

DOWÓD

Niech X będzie podprzestrzenią Cpr´π, πsq składającą się z funkcji o równych
wartościach na końcach przedziału. Jest jasne, że X jest domkniętą pod-
przestrzenią Cpr´π, πsq, a więc X jest przestrzenią Banacha. Dla każdego N P N
niech ΘN będzie funkcjonałem

X Q g ÞÝÑ

π
ż

´π

DN pτqgpτq dτ P C.

Jest jasne, że ΘN jest ciągły:
ˇ

ˇΘN pgq
ˇ

ˇ ď

ˆ

π
ş

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ
˙

}g}8 (g P X) i mamy ΘN pgq “

sN pg,0q dla każdej funkcji g P X i każdego N P N.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

TWIERDZENIE

Istnieje funkcja f P Cpr´π, πsq taka, że f p´πq “ f pπq, dla której ciąg
`

sN p f ,0q
˘

NPN
jest rozbieżny.

DOWÓD

Jeśli dla każdej f P X ciąg
`

sN p f ,0q
˘

NPN byłby zbieżny, to – w szczególności –
rodzina funkcjonałów tΘnuNPN miałaby tę własność, że zbiór

␣

ΘN p f q
ˇ

ˇN P N
(

byłby ograniczony dla każdej f P X. Wówczas na mocy twierdzenia Banacha-
Steinhausa istniałaby stała C ą 0 taka, że }ΘN } ď C dla wszystkich N . Jednak
udowodniony wcześniej lemat mówi, że

}ΘN } ě 1
2

π
ż

´π

ˇ

ˇDN pτq
ˇ

ˇdτ ÝÝÝÑ
NÑ8

`8.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEŻNOŚĆ SZEREGÓW FOURIERA

TWIERDZENIE CARLESONA-HUNTA

Niech p P s1,`8s i niech f P Lppr´π, πsq. Wówczas

sN p f , tq ÝÝÝÑ
NÑ8

f ptq

dla prawie wszystkich t P r´π, πs.

UWAGA

Dla p “ 2 stosunkowo łatwo uzyskaliśmy wynik, że powyższa zbieżność zachodzi
dla pewnego podciągu ciągu

`

σN p f , ¨q
˘

NPN.
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