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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

N ~ 3

o Dla f € Ly([~r,x]) mamy sy(f.t) = L > F(m)e.
2 n=—N

e Polézmy on(f,t) = giy(so(f,t) + -+ + sn(f, 1)).

@ Jesli dla danego t € [, 7] istnieje I\}im sn(f, t), to oczywiscie istnieje tez
—00

A}im on(f,t) i granice te sa sobie réwne.
—00

@ Mamy
N N

_ _1 _ 1 1
on(fit) = 71 Z sk(ft) = 1 7= Z

(W podwojnej sumie po prawej stronie wyraz f (0)e0! pojawia sie N + 1 razy,

wyrazy f(1)ellt i f(—1)ei-Dt wystepuja N razy itd. az do f(N)eiM oraz
f(=N)el=Nt ktére pojawiaja sie tylko raz).
Poj i} y
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SZEREGI FOURIERA

@ Stad
O'N N-I&-Vl_i_l|n| emt
n——N
i w konsekwencji
N N 1 r : : r
on(F.0 = g O NN [ e dren — [ Ka(e-nif(nar
n=—N -~ gt
gdzie
Kn(x) = 5= —Ngﬂrl'”' e™  xeR.

n=—N

e Funkcje Ky nazywamy jadrem Fejéra.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

LEMAT

Dla x ¢ 27Z mamy

2

i (N+1
Kn () 1 1 sm' IE x)

_ 2
2r N+ 1 Sl (%x ’

natomiast Ky(x) = %t dla x € 27Z.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

N

2
Rozwazmy wyrazenie ( ei(”_g)x) . Mamy

n=0

( O (n-Nx) L S lmenen) O ellmn

Z ei n—g x) _ Z ei m+n—N)x _ e—iNx Z ei m+n)x

n=0 m,n=0 m,n=0

Teraz pogrupujmy wyrazy, w ktorych m + n = k i zsumujmy po k. WielkoS¢ m + n
ma wartosci od O do 2N i kazde k = m + n wystepuje N + 1 — |k — N| razy. Stad

N Ny 0\ 2 2N 2N
(Z ei(”z)x> —e ™Y (N+1—|k—N|)e®™ = YT(N+1— [k — N|)ellc=Nx,
n=0 k=0 le=0
Wreszcie zamieniajac sumowanie po k € {O,...,2N} na sumowanie pon=k— N €

{=N,...,N} otrzymujemy

(i ei("—g)x>2 = ZN] (N +1—|n|)e™.

n=—N
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DowoD

N .
W swietle wzoru Ky(x) = 5= . %}'”'e‘”x dostajemy

n=—N
1 1 oo N2 1 ., AL 2
K = — 1(“**))( _ —igx ix\n
() 27TN+1<§OC ’ > 27TN+1<C 2N C

n=0
1 1 L elN+1)x 2 1 1 e*igx = ei(%-i'l)x 2
- vl -y 1
2r N +1 ¢ 1 — eix or N+ 1 T ox
1 1 e 1M x _glfyx 2 1 1 sin (NHX) ’
I B A ~2aN+ 1\ sin(lx)
dla dowolnego x € R\277Z. Wartos¢ Ky(x) dla x € 2xZ obliczamy bezposrednio ze

1 N N+1—|n|
wzoru KN(X) = by ZNW 1nx D
n=—

M»—‘l\)
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

e Ky = 0.

@ Ky jest funkcja parzysta (w szczegélnosci Ky definiuje funkcje na T).

STWIERDZENIE

Q@ | Ky(r)dr = 1 dla wszystkich N,

© dla dowolnej § > O ciag (Ky)neny dazy jednostajnie do O na [—m, —d] U [4, 7].
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DowoOD

Ad @Mamy

™ ™
- N+1-—|n| inT _
f 7)dr = 27r NIl edr=1
—Tr —T

(niezerowa jest tylko calka dla n = 0).
Ad @ Dla x e [, 7] takiego, ze |x| > § mamy (sm(éx))2 > (S1n(25)) Stad

(Nt 2 2 2
K(x):i 1 (sin(%x) _1 1 1 _1 1 1
N 27N+ 1 . (%x) T 27N+ 1 \ sin (%x) T 27N+ 1 \ sin (%5) .

Wynika stad, ze Ky(x) —— 0 jednostajnie na [—x, —4d] U [9, 7]. O
yn Noo Y 1
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE FEJERA

Niech f € C([—m,7]) spelnia f(—7) = f(7r). Wéwczas aproksymacje t — on(f,t)
zbiegaja do f jednostajnie, gdy N — co.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

DowoOD
Skoro f jest ciaglta i f(—n) = f(7), mozemy ja rozszerzy¢ do okresowej funkcji]‘ na
R. Zauwazmy, ze funkcja f jest jednostajnie ciagla.

Wiemy, ze on(f,t) = S Kyn(t —7)f(7)dr, a wiec dla kazdego Ne Ni t e [, 7]

lon(f, 1) |—UKN (t—7)f —f(t)‘=”rKN(t—T)f(T)dT—JﬁKN(t—T)f(t)dT

JKNt—7'|f (t)’dT

UKNt—T (1) — F(1))
t+7T

= JKN (t—7)|f(r) —f(®)|dr = fKN(s)mt—s)—j(t);ds.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

DowoOD

Funkcja pod ostatnia calka jest okresowa, wiec mozemy przesunacC przedziat
catkowania nie zmieniajac wartosci calki. Stad

on(£.0) ~S(0)] < | Ku(s)|F(e-s)~F(o) as.
Dalej dla § € ]O,7[ mozemy przepisaé prawa strone ostatniego réwnania w
nastepujacy sposob:

JKN |ft—s |ds+JKN |ft—s |ds+JKN |ft—s (t)|ds.

Nietrudno sie przekonac, ze kazdy z pierwszych dwoch wyrazow powyzszej sumy
jest mniejszy niz 27| f|, max Kn(s).

I<]sl<
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DowoD

9 a .
Wreszcie catke § Ky(s)|f(t—s)—f(t)|ds mozemy oszacowac w nastepujacy sposob:
-5

d

)
jKN<s>|]°<t—s> ~F(]ds < max [F(o) - ()| j K (s)ds
5

[x—y|<é
-0

|x—yl|<o

< max |70 - F) | Ku(s)ds = max |7 ~F(w)

(w ostatnim kroku ponownie skorzystaliSmy z faktu, ze S Kn(s)ds = 1).

PoniewaZf jest jednostajnie ciagla, dla danego ¢ > O istnieje é. € |0, n[ taka, ze

max | f(x) - f(y)] < 5.

|x—y|<de
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DowoD

W szczegolnosci dla tak dobranej /. mamy

on (S 1) = f(O)] < 47| flo max Ky(s)+ 5

de<|s|<m

A stad
‘O—N(f7 t) _f(t)‘ <€

dla dostatecznie duzych N. O

UWAGA

Zauwazmy, ze powyzszy dowod pokazuje, ze jesli f jest ograniczona i
ciagla w punkcie t € |-, 7[, to on(f, t) N—»f(t). Podobnie jest dla
—00

t = +m, jesli f(—m) — f(m).



SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

STWIERDZENIE

Niech ¢ € Ly([—m, 7]) bedzie taka, Ze ciag (1Z(n))neZ jest sumowalny. Wowczas ¢

jest ciagla i szereg
o= D, w(me™

nez

jest zbiezny jednostajnie do ¢ na [—m,7].
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Wiemy, ze

N ~
Z V() pn —— ¥

w Lo([—7, ]), a wiec istnieje SciSle rosnaca funkcja N 5 k — Ny € N taka, ze

Nic
7 H_ZN p(r)e™ —— (1)

dla prawie wszystkich t. Z drugiej strony szereg —— Z P(n)ei jest zbiezny

jednostajnie na mocy kryterium Weierstrassa. O
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE

Niech f bedzie ocieciem do [, 7] funkcji okresowej na R klasy C!. Wowczas ciag
(f(n)),.,, jest sumowalny.

DowoOD
Catkujac przez czesci i pamietajac, ze f jest okresowa (o okresie 27) obliczamy

Stad (nj‘(n)) 7, jest ciagiem wspotczynnikéw Fouriera ciagtej (a wiec catkowalnej
z kwadratem) funkcji —if’. W szczegdlnosci wspoélczynniki te sa sumowalne z
kwadratem, a wiec
1 1
o A o ~ 2 ~ 2\2
SiFw) = 1fol+ 3 Aol <Fol (X &) (X mwr) <o
nez neZ\{0} neZ\{0} neZ\{0}
OJ
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE DINI'EGO

Niech f bedzie funkcja calkowalna na [—m, 7], t € |—m, 7| oraz a € C. Jesli istnieje
0 € ]0, | taka, ze

9
f’f(t+7)+f(t—7)—2a‘dT -t
T
0
(jesli argument wypada poza [—m, 7], to rozszerzamy f periodycznie). Wowczas
I\Pm sn(f,t) = a.
—00
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Rozszerzamy f do funkcji okresowej na R. Mamy

g t+m

sn(f,t) = J w(t—7)f dT—JDN f(t — w) du.

—Tr
Dzieki okresowosci f i Dy mozemy przsunac przedzial catkowania otrzymujac

™

0 T
sv(f, ) = JDN(s)f(t—s) sl — JDN(s)f(t—s) ds+fDN(s)f(t—s)ds

(0}
_ JDN(S’)f(t +¢)ds + fDN(s)f(t _Sidle— JDN(T) (f(t+7)ds +f(t— 7)) dr
0 (0] (0]

(funkcja Dy jest parzysta).
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Stad

T

Dy(r)(f(t +7)ds + f(t — 7)) dr — ZaJDN(T) dr —
0

Dn(7)(f(t+7)ds +f(t—7) — 2a) dr

—3

sn(fit)—a=

Sf(t+7)ds+f(t—1) —Zad

T
) T "

sin((N + 2)7 ) %(

O—a o

w(ﬂt+r)ds+ﬂt77)*2a)d7:%
msin (37)

1
=1 [sin(N7)cos(ir w7 JE D) E ) — 2 7+ L | cos(N7)sin(37
_"f‘ () cos(r) 2 T d +wf s(NT) sin(47)

(0]

f(t+n)ds+f(t-7)—2a

ir
sin (%T) T

0

Nasze zalozenie gwarantuje, ze funkcja 7 — L(t4) ds+f (t=r)=2a 4, jest catkowalna
na przedziale [0, 0], a skoro jest ewidentnie catkowalna na [0, 7], jest ona rowniez

catkowalna na [0, 7].
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SZEREGI FOURIERA

Wynika stad, ze funkcje

Sf(t+7)ds+f(t—7)—2a

T

S(t+7)ds+f(t—7)—2a

1
COS(lT) _ 27
gir)=1{ % Ten(z7)
0
oraz )
sin(lT) _ 27
go(r) =1 7 Ten(37)
0

naleza do L;([—m, 7]).
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Dlatego, na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a, mamy

;Jsin(NT)gl (r)dr = —i\/ﬂ(ﬁ(_N) - g1(N)) Nooo 0
0
i s
1 [ cos(r)gn () r = VER(G(-N) + Gi(W)) 5O
0
a w konsekwencji sy(f, t) o -
—00
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

@ Niech f bedzie funkcja na przedziale zawierajacym punkt xp.

e Powiemy, ze f jest holderowsko ciagla w xy z wykladnikiem Holdera « > O,
jesli istnieje C > O takie, ze

|f(xo0 +y) —f(x0)| < Clyl|*

dla dostatecznie matych y.

[WIERDZENIE LIPSCHITZA-HOLDERA

Niech f bedzie funkcja calkowalna na [—=, 7|. Zalt6zmy, ze f jest holderowsko
ciagla w punkcie ty € |—7, 7[. Wéwcezas sy(f, to) N—>f(to).
—00
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DowoD

Stosujemy twierdzenie Dini’ego z with t = ty and a = f(&). Dla 7 € |0, 7] mamy

‘I‘l a?

‘f(to+7')+f( —)—2f(to ‘ < ‘f(to+7' ’ I ‘f f to)‘ <

T

gdzie C1i « sa stala i wykladnikiem z definicji holderowskiej ciaglosci f w to. W
koncu dla dowolnego o > 0 mamy

bo o > 0.
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