METODY PRZESTRZENI HILBERTA — WYKLAD 13
WYDZIAL Fi1zyKl UW

Piotr M. Sottan

Katedra Metod Matematycznych Fizyki

Semestr letni 2024 /2025

P.M. SotTaN (KMMF) MHS



TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

e Dla f € L;(R?) definiujemy

F(p) = (20)°¢ j e IPXf(x) dx,

R4

d
gdzie p-x = > x'p'.
i=1

@ Latwo sprawdzamy, Zef jest funkcja ograniczona:

d
2

7o) < (27) j ()] dx = |1,
R4

a wiec f — f jest ciaglym odwzorowaniem liniowym L (R4) — L, (R9).
@ Z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej tatwo wynika tez, Zef jest
funkcja ciagta, a wiec f — f jest ciagtym operatorem L; (R9) — C,(R9).
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

PRZYKLADY

@ Dla H(x) = e~ (ll++l) mamy

A W*Q d
— (T 2
2 ||1+p2, p e R".

© Niech A bedzie dodatnia macierza xn o zerowym jadrze (czyli taka, ze

x — x - Ax jest Scisle dodatnia forma kwadratowa) i niech f(x) = e~ 2 XAX
Wtedy

f(p) = (detA)"ze"3P47'P, peR
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

PRZYKLADY

© Dla ustalonego s > 0 zdefiniujmy

. +00 ,
Gs(x) = — f e i 5P dr,  xeR?
22T (3)
0
+00 . 4
gdzie'(5) = § e "r2—! dr. Woéwczas Gs jest catkowalna (|Gs|; = (27)2) i
0

Gs(p) = (1+]pI>)?, peR%
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PopsTAwY
@ Dla y € R? zdefiniowaliSmy operator translacji 7, kladac
(yf)(x) =flx—y), xeR™
@ Mamy tez operator ¢y, dany wzorem
(eyf)(x) = e¥¥f(x),  xeR%
@ Wreszcie operator skalowania S, (a € R\{0}) zdefiniowany jest w nastepujacy

sposob:

(Saf) Zf(ClX), X € Rd'

Niech f € L;(R9). Wtedy

@ dla dowolnego ye R mamy 7,f = e_, f,
@ dla dowolnego y € RY mamy e/y} = Tyf,
@ dla dowolnego a € R\{0} mamy 5;? = \a\_dSaflf.
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NSFORMACJA FOURIE 0!
TWIERDZENIE

Niech f,g e L1 (RY). Wtedyf/*\g = (zﬁ)gjﬁ-

@) 1vo(p) = @ [ e P¥(r e g dx = (2m) ¢ [ ( [ 1= w9 dy) dx
]Rd

R4 R4

= @) [ ([ e~ vigty) dy) dx - (2m) ¢ f ( f P3P - lgly) de) dy

= (2m)™ (j TIPXf(x — y)dX>g(y dy = ( TPXYf(x — de> “iPYg(y) dy
Rd R4 R4
- 2n) dR (Rd e P2f(2)dz ) “pug(y J ( | d “Pf(2)dz ) e PYg(y) dy

O
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

e Przestrzenia Schwartza nazywamy przestrzen tych f € C*(R%), ktore
speiaja
sup ‘xo‘(aﬁf)(x)’ < 400

xeRd

dla wszystkich wielowskaznikow a, 3 € Z¢. Oznaczamy ja symbolem S(R%).

@ Przestrzen Schwarza jest wyposazona w rodzine norm {|| ‘ |a,6}a Bezd
’ +
[ Fllas = 1% |0 = [%* D f |co,
gdzie D? = (—i)A10P,
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

TWIERDZENIE

Niech f e S(RY). Wtedy
@ dla dowolnego a € Z¢ mamy 565‘ = x°f,

@ dla dowolnego 8 € Z4 mamy D°f — (—1)l8IxBF.

WNIOSEK

Transformacja Fouriera f — f jest topologicznym izomorfizmem S(R9) — S(R9).
Odwzorowanie odwrotne g — g dane jest wzorem

3x) = 2m) 4 [ Pgp)ap,  xeRE,
Rd



TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

Rozwazmy funkcje gaussowska

Oznaczajac g :f mamy
g =iDf = —ixf =1f' = —Df = —xf = —xg.
Rozwigzujemy powyzsze rownanie réozniczkowe i otrzymujemy

p2

p
a(p) = Cexp(—fxdx) =Ce 7, peR.

. +0 2
Wreszcie C = g(0) = f(0) = \/% { e 2dx=1.
—a0
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

Dla kazdego p € [1, +»] mamy S(R?) c L,(R%). Wtozenie S(R?) — L,(R9) jest
ciagle, a dla p < +00 ma gesty obraz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

Przypadek p = 4+ jest oczywisty. Rozwazmy przypadek p = 1. Wybierzmy N tak
duze, ze

J(l + Hx||2)_N dx < +o0.
Rd

Wtedy dla kazdej f € S(RY) mamy

).

xeR4

£l = f (3] dx = j (1+ 1)~ (1 + 1x12) ] £ 00)| dx < O ((sup (1+ |x2) ] f ()
R4

R4

gdzie Cy = § (1 + ||x|\2)_N dx.
R4

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 11/17



TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

DowoOD

Ponadto supremum po x wyrazenia

N o (N o (N s
(4 bt?) "l = 3 ()Pl = 3 () 6+ + )0
k=0 k=0
N (N
|
-2 () I sl el )
k=0 Ayt Ag=k
A1y Ag=0
N
N
- (1) 3 sl
k=0 Aezd
A=k
majoryzuje sie kombinacja liniowa norm | - ||, 3. Wynika stad po pierwsze, ze

|fl1 < +o0, a po drugie, ze wlozenie S(R?) — L, (R?) jest ciagte.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

DowoOD

W przypadku p € |1, +o[ zauwazamy, ze

=

171 = W12 LA1 2 ], < A2 L AR ], = (1) 2 (1) P,

a stad | f]p < +oo dla wszystkich f € S(RY) i jesli f — 0 w S(RY), to mamy
[fnlp 0.

W koncu fakt, ze S(RY) jest gesta podprzestrzenia w L,(R%) dla wszystkich p e
[1, +oo[ wynika natychmiast z tego, ze C*(R?) c S(RY). O
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAwy

TWIERDZENIE (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A)

Dla dowolnej f € L;(R4) mamy f € Co(R9).

e Odwzorowanie f — f jest ciagtym operatorem L;(R9) — L, (R9),

@ S(RY) jest gesta podprzestrzenia L;(R9),

e dla f € S(RY) mamy]C e S(RY),

o S(RY) c Co(RY),

@ Co(R?) jest domknieta podprzestrzenia Ly, (RY).
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

e Tak samo jak wykazali$my, ze dla dowolnego ¢ € L(R9) funkcja
R? 5 y— 1) € Lr(RY)

jest ciagla, mozna wykazac, ze dla dowolnego p € [1, +oo[ i dowolnej f € L,(R%)
funkcja
R? 5 y— 7y f € L,(RY)

jest ciagla.

Niech p e [1, +oo[ i f € L,(RY) wowczas funkcja

R 5y — |7y f —fIp € [0, +oo

jest ciagla i ograniczona.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

@ Niech h bedzie nieujemna funkcja mierzalna na R? taka, ze § h(x)dx = 1.
Rd
@ Dla ¢ > O potozmy
h.(x) = e ?h(%), xeRY.

LEMAT

Niech k € L, (R?) bedzie ciagta w punkcie xo € RY. Wtedy (h. * k)(xp) Y k(xo).-
&€
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA
DowoOD
Mamy
(e » I0)(x0) — y—Umm Wk(y) dy - jm x0) dz| =

@M&—@M—Jm®ﬂmwz
Rd

k(xp —eZ) — k(xo)’ dz

< Jhg z)|k(xo — z) — k(xo)|dz = Ja’dh(f)
R4

R4

= J h(s)|k(xo — es) — k(xo)|ds.

Funkcje s — h(s {k — es) — k(xo)| zbiegaja punktowo do O poniewaz k jest
ciagla w xp i wszystkle sa ograniczone przez 2| k|, h. Stad na mocy twierdzenia o
zbieznosci zmajoryzowanej

|(he = k) (x0) Jh )| ke(x0 — €5) ]ds:\TO»O

O]
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