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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

Dla f P L1pRdq definiujemy

pf ppq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨x f pxq dx ,

gdzie p ¨ x “
d
ř

i“1
x ipi .

Łatwo sprawdzamy, że pf jest funkcją ograniczoną:

ˇ

ˇ
pf ppq

ˇ

ˇ ď p2πq´ d
2

ż

Rd

ˇ

ˇ f pxq
ˇ

ˇdx “ } f }1,

a więc f ÞÑ pf jest ciągłym odwzorowaniem liniowym L1pRdq Ñ L8pRdq.

Z twierdzenia o zbieżności zmajoryzowanej łatwo wynika też, że pf jest
funkcją ciągłą, a więc f ÞÑ pf jest ciągłym operatorem L1pRdq Ñ CbpRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

PRZYKŁADY

1 Dla Hpxq “ e´p|x1|`¨¨¨`|xd |q mamy

pHppq “
`

π
2

˘´ d
2

d
ź

j“1

1
1`p2

j
, p P Rd .

2 Niech A będzie dodatnią macierzą ˆn o zerowym jądrze (czyli taką, że
x ÞÑ x ¨ Ax jest ściśle dodatnią formą kwadratową) i niech f pxq “ e´ 1

2 x¨Ax .
Wtedy

pf ppq “ pdetAq´ 1
2 e´ 1

2 p¨A´1p, p P Rd .
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

PRZYKŁADY

3 Dla ustalonego s ą 0 zdefiniujmy

Gspxq “
1

2
s
2Γ

` s
2

˘

`8
ż

0

e´ r
2 ´

}x}2

2r r´ d´s`2
2 dr, x P Rd

gdzie Γ
` s

2

˘

“
`8
ş

0
e´rr

s
2 ´1 dr. Wówczas Gs jest całkowalna (}Gs}1 “ p2πq

d
2 ) i

xGsppq “
`

1 ` }p}2˘´ s
2 , p P Rd .
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

Dla y P Rd zdefiniowaliśmy operator translacji τy kładąc

pτy f qpxq “ f px ´ yq, x P Rd .

Mamy też operator ϵy dany wzorem

pϵy f qpxq “ eix¨yf pxq, x P Rd .

Wreszcie operator skalowania Sa (a P Rzt0u) zdefiniowany jest w następujący
sposób:

pSa f q “ f paxq, x P Rd .

STWIERDZENIE

Niech f P L1pRdq. Wtedy

1 dla dowolnego y P Rd mamy yτy f “ ϵ´y
pf ,

2 dla dowolnego y P Rd mamy yϵy f “ τy
pf ,

3 dla dowolnego a P Rzt0u mamy zSa f “ |a|´dSa´1
pf .
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

TWIERDZENIE

Niech f ,g P L1pRdq. Wtedy zf ˚ g “ p2πq
d
2 pf pg.

DOWÓD

p2πq´ d
2 zf ˚ gppq “ p2πq´d

ż

Rd

e´ip¨xp f ˚ gqpxq dx “ p2πq´d
ż

Rd

e´ip¨x
ˆ
ż

Rd

f px ´ yqgpyq dy
˙

dx

“ p2πq´d
ż

Rd

ˆ
ż

Rd

e´ip¨x f px ´ yqgpyq dy
˙

dx “ p2πq´d
ż

Rd

ˆ
ż

Rd

e´ip¨x f px ´ yqgpyq dx
˙

dy

“ p2πq´d
ż

Rd

ˆ
ż

Rd

e´ip¨x f px ´ yq dx
˙

gpyq dy “ p2πq´d
ż

Rd

ˆ
ż

Rd

e´ip¨px´yqf px ´ yq dx
˙

e´ip¨ygpyq dy

“ p2πq´d
ż

Rd

ˆ
ż

Rd

e´ip¨zf pzq dz
˙

e´ip¨ygpyq dy “ p2πq´ d
2

ż

Rd

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨zf pzq dz
˙

e´ip¨ygpyq dy

“

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨zf pzq dz
˙ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨ygpyq dy
˙

“ pf ppqpgppq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

Przestrzenią Schwartza nazywamy przestrzeń tych f P C8pRdq, które
spełniają

sup
xPRd

ˇ

ˇxαpBβf qpxq
ˇ

ˇ ă `8

dla wszystkich wielowskaźników α, β P Zd
`. Oznaczamy ją symbolem SpRdq.

Przestrzeń Schwarza jest wyposażona w rodzinę norm
␣

} ¨ }α,β
(

α,βPZd
`

} f }α,β “ }xαBβf }8 “ }xαDβf }8,

gdzie Dβ “ p´iq|β|Bβ.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

TWIERDZENIE

Niech f P SpRdq. Wtedy
1 dla dowolnego α P Zd

` mamy yDαf “ xα
pf ,

2 dla dowolnego β P Zd
` mamy Dβ

pf “ p´1q|β| yxβf .

WNIOSEK

Transformacja Fouriera f ÞÑ pf jest topologicznym izomorfizmem SpRdq Ñ SpRdq.
Odwzorowanie odwrotne g ÞÑ qg dane jest wzorem

qgpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eip¨xgppq dp, x P Rd .
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

PRZYKŁAD

Rozważmy funkcję gaussowską

f pxq “ e´ x2
2 , x P R.

Oznaczając g “ pf mamy

g1 “ iDpf “ ´ixxf “ ipf 1 “ ´xDf “ ´xpf “ ´xg.

Rozwiązujemy powyższe równanie różniczkowe i otrzymujemy

gppq “ C exp

ˆ

´

p
ż

0

x dx
˙

“ Ce´
p2

2 , p P R.

Wreszcie C “ gp0q “ pf p0q “ 1?
2π

`8
ş

´8

e´ x2
2 dx “ 1.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

TWIERDZENIE

Dla każdego p P r1,`8s mamy SpRdq Ă LppRdq. Włożenie SpRdq ãÑ LppRdq jest
ciągłe, a dla p ă `8 ma gęsty obraz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

DOWÓD

Przypadek p “ `8 jest oczywisty. Rozważmy przypadek p “ 1. Wybierzmy N tak
duże, że

ż

Rd

`

1 ` }x}2˘´N dx ă `8.

Wtedy dla każdej f P SpRdq mamy

} f }1 “

ż

Rd

ˇ

ˇ f pxq
ˇ

ˇdx “

ż

Rd

`

1`}x}2˘´N`1`}x}2˘N ˇ
ˇ f pxq

ˇ

ˇdx ď CN

´

sup
xPRd

`

1`}x}2˘N ˇ
ˇ f pxq

ˇ

ˇ

¯

,

gdzie CN “
ş

Rd

`

1 ` }x}2
˘´N dx.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

DOWÓD

Ponadto supremum po x wyrażenia

`

1 ` }x}2˘N ˇ
ˇ f pxq

ˇ

ˇ “

N
ÿ

k“0

ˆ

N
k

˙

}x}2k ˇ
ˇ f pxq

ˇ

ˇ “

N
ÿ

k“0

ˆ

N
k

˙

`

x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

d
˘k ˇ
ˇf pxq

ˇ

ˇ

“

N
ÿ

k“0

ˆ

N
k

˙

ÿ

λ1`¨¨¨`λd“k
λ1,...,λdě0

k!
λ1!¨¨¨λd !

|x1|2λ1 ¨ ¨ ¨ |xd |2λd
ˇ

ˇ f pxq
ˇ

ˇ

“

N
ÿ

k“0

ˆ

N
k

˙

ÿ

λPZd
`

|λ|“k

k!
λ1!¨¨¨λd !

ˇ

ˇpx2λf qpxq
ˇ

ˇ,

majoryzuje się kombinacją liniową norm } ¨ }α,β. Wynika stąd po pierwsze, że
} f }1 ă `8, a po drugie, że włożenie SpRdq ãÑ L1pRdq jest ciągłe.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

DOWÓD

W przypadku p P s1,`8r zauważamy, że

} f }p “
›

›| f |
1
p | f |

1´ 1
p
›

›

p ď
›

›| f |
1´ 1

p
›

›

8

›

›| f |
1
p
›

›

p “
`

} f }8

˘1´ 1
p
`

} f }1
˘

1
p ,

a stąd } f }p ă `8 dla wszystkich f P SpRdq i jeśli fn ÝÝÝÑ
nÑ8

0 w SpRdq, to mamy

} fn}p ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

W końcu fakt, że SpRdq jest gęstą podprzestrzenią w LppRdq dla wszystkich p P

r1,`8r wynika natychmiast z tego, że C8
c pRdq Ă SpRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PODSTAWY

TWIERDZENIE (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A)

Dla dowolnej f P L1pRdq mamy pf P C0pRdq.

DOWÓD

Odwzorowanie f ÞÑ pf jest ciągłym operatorem L1pRdq Ñ L8pRdq,

SpRdq jest gęstą podprzestrzenią L1pRdq,

dla f P SpRdq mamy pf P SpRdq,

SpRdq Ă C0pRdq,

C0pRdq jest domkniętą podprzestrzenią L8pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

Tak samo jak wykazaliśmy, że dla dowolnego ψ P L2pRdq funkcja

Rd Q y ÞÝÑ τyψ P L2pRdq

jest ciągła, można wykazać, że dla dowolnego p P r1,`8r i dowolnej f P LppRdq

funkcja
Rd Q y ÞÝÑ τy f P LppRdq

jest ciągła.

WNIOSEK

Niech p P r1,`8r i f P LppRdq wówczas funkcja

Rd Q y ÞÝÑ }τy f ´ f }
p
p P r0,`8r

jest ciągła i ograniczona.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

Niech h będzie nieujemną funkcją mierzalną na Rd taką, że
ş

Rd

hpxq dx “ 1.

Dla ε ą 0 połóżmy
hεpxq “ ε´dh

`x
ε

˘

, x P Rd .

LEMAT

Niech k P L8pRdq będzie ciągła w punkcie x0 P Rd. Wtedy phε ˚ kqpx0q ÝÝÝÑ
εŒ0

kpx0q.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Mamy
ˇ

ˇphε ˚ kqpx0q ´ kpx0q
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpx0 ´ yqkpyq dy ´

ż

Rd

hεpzqkpx0q dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzqkpx0 ´ zq dz ´

ż

Rd

hεpzqkpx0q dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rd

hεpzq
ˇ

ˇkpx0 ´ zq ´ kpx0q
ˇ

ˇdz “

ż

Rd

ε´dh
`z
ε

˘

ˇ

ˇ

ˇ
k
`

x0 ´ εz
ε

˘

´ kpx0q

ˇ

ˇ

ˇ
dz

“

ż

Rd

hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇds.

Funkcje s ÞÑ hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇ zbiegają punktowo do 0 ponieważ k jest
ciągła w x0 i wszystkie są ograniczone przez 2}k}8h. Stąd na mocy twierdzenia o
zbieżności zmajoryzowanej

ˇ

ˇphε ˚ kqpx0q ´ kpx0q
ˇ

ˇ ď

ż

Rd

hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇds ÝÝÝÑ
εŒ0

0.
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