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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

h P L1pRdq,

h ě 0,
ş

Rd

hpxq dx “ 1,

hεpxq “ ε´dh
`x
ε

˘

.

TWIERDZENIE

Dla dowolnej f P L1pRdq mamy
hε ˚ f ÝÝÝÑ

εŒ0
f

w L1pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Tak jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, dla dowolnego x mamy

ˇ

ˇphε ˚ f qpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpx ´ yqf pyq dy ´

ż

Rd

hεpzq dzf pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzqf px ´ zq dz ´

ż

Rd

hεpzqf pxq dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzq
`

f px ´ zq ´ f pxq
˘

dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rd

hεpzq
ˇ

ˇ f px ´ zq ´ f pxq
ˇ

ˇ dz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Teraz całkujemy obie strony otrzymanej nierówności po x:

}hε ˚ f ´ f }1 ď

ż

Rd

hεpzq}τz f ´ f }1 dz “

ż

Rd

} f ´ τ´z f }1hεpzq dz

“

ż

Rd

kp0 ´ zqhεpzq dz “ pk ˚ hεqp0q “ phε ˚ kqp0q,

gdzie kpzq “
›

›τz f ´ f
›

›

p
p (z P Rd). Funkcja k jest ciągła i ograniczona, a więc

phε ˚ kqp0q ÝÝÝÑ
εŒ0

kp0q “ 0

na mocy lematu.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 4 / 22



TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

TWIERDZENIE

Niech f P L1pRdq będzie taka, że pf P L1pRdq i połóżmy

gpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨p
pf ppq dp, x P Rd .

Wówczas g 9“ f .
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Rozważmy funkcję
Hppq “ e´p|p1|`¨¨¨`|pd |q, p P Rd .

Skoro H jest ciągła, ograniczona i spełnia Hp0q “ 1, a pf jest całkowalna, na
mocy twierdzenia o zbieżności zmajoryzowanej dla dowolnego x P Rd mamy gpxq “

lim
εŒ0

gεpxq, gdzie

gεpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpqpf ppq dp, x P Rd .

Dalej zdefiniujmy funkcję h kładąc

hpxq “ p2πq´d
ż

Rd

eix¨pHppq dp, x P Rd

(tj. h “ p2πq´ d
2 S´1 pH).
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Mamy hpxq “ π´d
d
ś

j“1

1
1`x2

j
i w konsekwencji

ż

Rd

hpxq dx “ π´d
d

ź

j“1

`8
ż

´8

dxj

1`x2
j

“ π´d
d

ź

j“1

arctanpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

xj“´8

“ 1.

a stosując twierdzenie Fubiniego otrzymujemy

gεpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpqpf ppq dp “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpq

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨yf pyq dy
˙

dp

“

ż

Rd

ˆ

p2πq´d
ż

Rd

eipx´yq¨pHpεpq dp
˙

f pyq dy “

ż

Rd

ε´d
ˆ

p2πq´d
ż

Rd

ei x´y
ε

¨εpHpεpq dpεpq

˙

f pyq dy

“

ż

Rd

ε´d
ˆ

p2πq´d
ż

Rd

ei x´y
ε

¨p1

Hpp1q dp1

˙

f pyq dy “ phε ˚ f qpxq
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Teraz z poprzedniego twierdzenia wiemy, że

gε “ hε ˚ f ÝÝÝÑ
εŒ0

f

w L1pRdq i w konsekwencji istnieje ciąg pεnqnPN taki, że gεn ÝÝÝÑ
nÑ8

f prawie wszędzie,

a stąd g “ f prawie wszędzie.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

WNIOSEK

Transformacja Fouriera jest injektywnym operatorem L1pRdq Ñ C0pRdq.

DOWÓD

Z lematu Riemanna-Lebesgue’a wiemy, że obraz odwzorowania f ÞÑ pf zawiera się
w C0pRdq. Jeśli f P L1pRdq spełnia pf “ 0, to oczywiście pf P L1pRdq, a więc f “ 0
wynika natychmiast z ostatniego twierdzenia.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

ZASTOSOWANIE INJEKTYWNOŚCI TRANSFORMACJI FOURIERA

Niech ρ będzie ściśle dodatnią funkcją na przedziale sa,br taką, że istnieje ε ą 0,
dla którego

b
ż

a

eε|x|ρpxq dx ă `8.

Wówczas zbiór funkcji wielomianowych na sa,br jest gęstą podprzestrzenią
przestrzeni Hilberta L2

`

sa,br , ρ
˘

.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

SZKIC DOWODU

Po pierwsze dla każdego k P Z` mamy |xk | ď
k!|
εk eε|x|, a więc dla każdego k funkcja

xk jest całkowalna względem miary ρpxqdx. W szczególności x2k jest całkowalna,
czyli xk jest całkowalna z kwadratem, a w konsekwencji wszystkie funkcje wielo-
mianowe są całkowalne z kwadratem.

Weźmy ψ P L2
`

sa,br , ρ
˘

. Wtedy, ponieważ funkcja x ÞÑ e
ε
2 |x| jest całkowalna z

kwadratem, funkcja x ÞÑ e
ε
2 xψpxq jest całkowalna. Nietrudno stąd wywnioskować,

że funkcja

F pzq “

b
ż

a

e´izxψpxqρpxq dx , | Im z| ă ε
2

jest holomorficzna.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

SZKIC DOWODU

Co więcej, dla n P Z` mamy

F pnqp0q “ p´iqn

b
ż

a

xnψpxqρpxq dx .

Teraz przypuśćmy, że ψ jest ortogonalna do przestrzeni wszystkich funkcji wielo-
mianowych. Wtedy F pnqp0q “ 0 dla każdego n, a więc F “ 0. Ale F

ˇ

ˇ

R jest trans-
formatą Fouriera całkowalnej funkcji x ÞÑ

?
2πψpxqρpxq1sa,br, a więc ρψ “ 0, co

pociąga ψ “ 0.
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TRANSFORMACJA FOURIERA TRANSFORMACJA FOURIERA NA L2pRd q

TWIERDZENIE

Odwzorowanie SpRdq Q f ÞÝÑ pf P SpRdq rozszerza się do unitarnego operatora
L2pRdq Ñ L2pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA TRANSFORMACJA FOURIERA NA L2pRd q

DOWÓD

Weźmy f ,g P SpRdq. Korzystając z twierdzenia Fubiniego i odwracalności
transformacji Fouriera obliczamy

@

pf
ˇ

ˇ

pg
D

“

ż

Rd

pf ppq

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨xgpxq dx
˙

dp “

ż

Rd

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

pf ppqe´ip¨x dp
˙

gpxq dx

“

ż

Rd

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

pf ppqeix¨p dp
˙

gpxq dx “

ż

Rd

f pxqgpxq dx “ x f gy.

Stąd odwzorowanie f ÞÑ pf jest izometrią dla normy } ¨ }2. Jako że SpRdq jest gęstą
podprzestrzenią L2pRdq, odwzorowanie to rozszerza się jednoznacznie do izometrii
L2pRdq Ñ L2pRdq, która jest surjekcją, gdyż jej obraz zawiera gęstą podprzestrzeń
SpRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA TRANSFORMACJA FOURIERA NA L2pRd q

DEFINICJA

Transformacją Fouriera na L2pRdq nazywamy operator unitarny będący
jedynym ciągłym rozszerzeniem operacji SpRdq Q f ÞÑ pf P SpRdq na L2pRdq.
Oznaczmy go ψ ÞÑ pψ (ψ P L2pRdq) lub symbolem F .

UWAGA

Odwzorowanie F : L2pRdq Ñ L2pRdq można również skonstruować w następujący
sposób:

sprawdzamy, że dla ψ P L2pRdq X L1pRdq mamy pψ P L2pRdq,

następnie sprawdzamy, że } pψ}2 “ }ψ}2 dla ψ P L2pRdq X L1pRdq,

definiujemy F jako jedyne ciągłe rozszerzenie operacji

L2pRdq X L1pRdq Q ψ ÞÝÑ pψ P L2pRdq.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 15 / 22



TRANSFORMACJA FOURIERA TRANSFORMACJA FOURIERA NA L2pRd q

STWIERDZENIE

Niech φ P L2pRdq i oznaczmy

ϕnppq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨xφpxq dx , p P Rd .

Wtedy ϕn ÝÝÝÑ
nÑ8

Fφ w L2pRdq.

DOWÓD

Niech φn “ 1Ballp0,nq
φ. Wówczas φn P L2pRdq X L1pRdq i φn ÝÝÝÑ

nÑ8
φ w L2pRdq. Wynika

stąd, że ϕn “ Fφn ÝÝÝÑ
nÑ8

Fφ.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

Przyjmijmy oznaczenie F także na transformację Fouriera S 1pRdq Ñ S 1pRdq:

pFT qp f q “ T p pf q, T P S 1pRdq, f P SpRdq.

Dla s P R niech σspyq “
`

1 ` }y}2
˘´ s

2 (y P Rd) i niech Mσs oznacza operator
mnożenia przez funkcję σs.

Wreszcie niech
Js “ F ´1 ˝ Mσs ˝ F : S 1pRdq Ñ S 1pRdq.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 17 / 22



TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

STWIERDZENIE

Mamy
Js ˝ Jt “ Js`t , s, t P R,

a J0 jest operatorem identycznościowym na S 1pRdq.

DOWÓD

Drugi punk jest oczywisty. Z kolei

Js ˝ Jt “ F ´1 ˝ Mσs ˝ F ˝ F ´1 ˝ Mσt ˝ F “ F ´1 ˝ Mσs ˝ Mσt ˝ F

“ F ´1 ˝ Mσsσt ˝ F “ F ´1 ˝ Mσs`t ˝ F “ Js`t .

Dla każdego s operator Js jest odwracalny (z odwrotnym J´s).

Przypomnijmy, że L2pRdq Ă S 1pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

DEFINICJA

Definiujemy przestrzeń Sobolewa Hs

Hs “ Js
`

L2pRdq
˘

oraz
}u}2,s “ }J´su}2, u P Hs.

STWIERDZENIE

pHs, } ¨ }2,sq jest przestrzenią Hilberta dla każdego s P R.

DOWÓD

Z definicji } ¨ }2,s jest normą na Hs, a Js jest izometrią L2pRdq na Hs. Stąd Hs z
normą } ¨ }2,s jest przestrzenią Banacha izometryczną z przestrzenią Hilberta
L2pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

STWIERDZENIE

Ustalmy s, t P R. Wówczas Jt jest izometrią Hs na Hs`t .

DOWÓD

Weźmy u P Hs. Wtedy u “ Jsψ dla pewnego ψ P L2pRdq. Tak więc

Jtu “ JtJsψ “ Js`tψ

należy do Hs`t i każdy element Hs`t jest tej postaci dla pewnego u P Hs (jeśli
v P Hs`t , to mamy v “ Jtu dla u “ J´tv “ JspJ´ps`tqvq P Hs). Ponadto

}Jtu}2,s`t “ }J´ps`tqJtu}2 “ }J´su}2 “ }u}2,s,

a więc Jt jest izometrią.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

TWIERDZENIE SOBOLEWA O WŁOŻENIU

Niech s, t P R będą takie, że s ď t. Wtedy Ht Ă Hs oraz

}u}2,s ď }u}2,t , u P Ht .

Zauważmy, że twierdzenie jest oczywiste w przypadku s “ t. W dalszym
ciągu będziemy zakładać, że s ă t.

LEMAT

Niech s ą 0. Wówczas dla każdego ψ P L2pRdq mamy Jsψ P L2pRdq oraz

}Jsψ}2 ď }ψ}2, ψ P L2pRdq.

Przypomnijmy, że dla s ą 0 mamy σs “ xGs, gdzie Gs jest pewną funkcją
całkowalną.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

DOWÓD LEMATU

Załóżmy na razie, że ψ P L2pRdq X L1pRdq. Wtedy

yJsψpyq “ σspyq pψpyq “ xGspyq pψpyq “ p2πq´ d
2 {Gs ˚ ψpyq.

Innymi słowy Jsψ “ p2πq´ d
2 Gs ˚ ψ. Stąd dla ψ P L2pRdq X L1pRdq mamy Jψ P L2pRdq

and }Jsψ}2 ď }p2πq´ d
2 Gs}1}ψ}2 “ }ψ}2.

Wynika stąd, że dla ψ P L2pRdq X L1pRdq mamy Jsψ P L2pRdq i }Jsψ}2 ď }ψ}2. Tak
więc teza wynika z gęstości P L2pRdq X L1pRdq w L2pRdq.
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