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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

e hely(RY),
e h=0,

o | h(x)dx =1,
R4

o h.(x)=e"9h(%).

Dla dowolnej f € L;(R%) mamy

he*f:\‘—o—’f

\%% |_1 (Rd)
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

Tak jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, dla dowolnego x mamy

|(he = f) (x) — f (x)]

P.M. SotTaN (KMMF)

[t - wrway- [ne dzf(x)]
) J

Rd R4
[re@ -2 -5 az
R4
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

Teraz calkujemy obie strony otrzymanej nierownosci po x:

e s f -l < jhe Yraf — f||1dz—ffuf|1h€<>
fk — 2)he(z)dz = (k « 1) (0) = (h. = K)(0),

gdzie k(z) = |r.f — f ||§ (z € RY). Funkcja k jest ciagla i ograniczona, a wiec

(he + 1)(0) = K(0) = 0

na mocy lematu. O
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

[WIERDZENIE

Niech f € L;(R9) bedzie taka, Zef e L1 (RY) i potézmy

g0x) = @m) 4 [f(p)dp, xR
Rd

Wowcezas g = f.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

Rozwazmy funkcje

H(p) — e_(|p1|+"'+|pd|)’ p e Rd

Skoro H jest ciagla, ograniczona i spelia H(0) = 1, a j jest calkowalna, na
mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej dla dowolnego x € RY mamy g(x) =
li\n(l) g-(x), gdzie

€

~

0.(x) = (2m) % [ PH(eplf(p)dp.  xeR
Rd
Dalej zdefiniujmy funkcje h ktadac
h(x) — (27)~ J eXPH(p)dp,  xe R4
Rd

(4. h = (27)"2S_, H).
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

d
Mamy h(x) =
Jh x)dx =7~ dl_[f 1+x2—7r dHarctan (%) =1.
J=1"% J=1 N=—0

a stosujac therdzenle Fubiniego otrzymujemy

IsH

d

0.(x) = (2n) " [ &*PH(ep)f(p)dp = (2n) 4 fei*pmep)((zw)-? [erurw dy) dp

J J J
- [(lem [exvrrepiap) vy au = [=4((@n 4 [ & Prep) dten) i) dy
Rd Rd Rd Rd
- | e-d<<2w>—d | e ) dp')f(y) dy = (he «f)(x)
J J
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DowoD

Teraz z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze

ga:he*fa—\?._’f

w L1 (R?) i w konsekwencji istnieje ciag (ep)nen taki, ze g., —— f prawie wszedzie,
n—aoo
a stad g = f prawie wszedzie. O
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

Transformacja Fouriera jest injektywnym operatorem L; (R9) — Co(R9).

DowoOD

Z lematu Riemanna-Lebesgue’a wiemy, Ze obraz odwzorowania f |—>JA° zawiera sie
w Co(R9). Jesli f € L;(RY) spelia f = 0, to oczywiscie f € L;(R?), a wiec f = 0
wynika natychmiast z ostatniego twierdzenia.

O



TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

ZASTOSOWANIE INJEKTYWNOSCI TRANSFORMACJI FOURIERA

Niech p bedzie Scisle dodatnia funkcja na przedziale |a, b[ taka, zZe istnieje £ > O,

dla ktorego
b

Jee’dp(x) dx < +oo0.
a

Wowczas zbior funkcji wielomianowych na |a, b jest gesta podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta Ly (]a, b[, p).
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SZKIC DOWODU

Po pierwsze dla kazdego k € Z, mamy |x*| < ea‘x| a wiec dla kazdego k funkcja
x* jest calkowalna wzgledem miary p(x)dx. W szczegolnosci x2* jest catkowalna,
czyli x* jest calkowalna z kwadratem, a w konsekwencji wszystkie funkcje wielo-
mianowe sa calkowalne z kwadratem.

Wezmy ¢ € Ly(]a,b[,p). Wtedy, poniewaz funkcja x — ezl jest catkowalna z
kwadratem, funkcja x — e2*y)(x) jest catkowalna. Nietrudno stad wywnioskowac,
ze funkcja

b

F(z) = fe_ile/}(x)P(x) dx, |Imz| < §

jest holomorficzna.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

SZKIC DOWODU
Co wiecej, dla n € Z; mamy

b

F0(0) = (-0 [ x"p(x)p(x) dx.
a
Teraz przypuscémy, Ze v jest ortogonalna do przestrzeni wszystkich funkcji wielo-
mianowych. Wtedy F(W(0) = 0 dla kazdego n, a wiec F = 0. Ale F]R jest trans-

formata Fouriera calkowalnej funkcji x — v/27(x)p(x)1yq b, @ Wiec pyp = 0, co
pociaga ¢ = 0. Ol
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TWIERDZENIE

Odwzorowanie S(R?) > f »—>f € S(RY) rozszerza sie do unitarnego operatora
Lo(R%) — Ly(RY).
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DowoD

Wezmy f, g € S(R?). Korzystajac z twierdzenia Fubiniego i odwracalnosci
transformacji Fouriera obliczamy

<f|a>=Rfd 7o) (2t Rf e P %g(x)dx ) dp - j( (2m) 4 f Fiple P dp) glx) dx

:J((zﬁ)— Jf(p)eix-Pdp> dx—ff x)dx = (f|g).

R4 Rd

[SlIsH

Stad odwzorowanie f '—>f jest izometria dla normy | - 2. Jako ze S(R?) jest gesta
podprzestrzenia Ly(R?), odwzorowanie to rozszerza sie jednoznacznie do izometrii
Ly(RY) — Ly(RY), ktéra jest surjekcja, gdyz jej obraz zawiera gesta podprzestrzen

S(RY). O
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Transformacja Fouriera na L,(R9) nazywamy operator unitarny bedacy
jedynym ciaglym rozszerzeniem operacji S (R9) 5 f — f e S(R?) na Ly(RY).
Oznaczmy go 1 — ¥ (¢ € Ly(R9)) lub symbolem .#

Odwzorowanie .% : L,(R9) — Ly(R?) mozna réwniez skonstruowaé w nastepujacy
sposob:

e sprawdzamy, ze dla 1 € Ly(R9) n Ly (RY) mamy o € Ly(R9),
e nastepnie sprawdzamy, ze |¢]s = [¢|2 dla ¢ € Ly(R?) A Ly (RY),
e definiujemy .# jako jedyne ciagle rozszerzenie operacji

Ly(RY) A Ly (RY) 2 ¢ —> ¢ € Ly(RD).
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STWIERDZENIE

Niech ¢ € Ly(R9) i oznaczmy

bn(p) = (2m) % f e P¥,(x)dx, peR<
]Rd

Wtedy ¢n m ys@ W LQ(Rd>

Niech pn = g0 - Wowezas ¢n € La(RY) n Li(R?) 1 ¢n —— oW Ly(R4). Wynika
stad, ze ¢n = F pn — F . O]
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

@ Przyjmijmy oznaczenie .# takze na transformacje Fouriera S'(R%) — S'(R9):

(ZT)(f) =T(f), TeSRY,feSERY).

@ Dla s € R niech o5(y) = (1 + |y|?) 2 (ye RY) i niech M,, oznacza operator

mnozenia przez funkcje os.

@ Wreszcie niech
Js=.Z YoM, oZ: SR — S'RY).
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STWIERDZENIE

Mamy

JS © Jt = JS+t7 S, te Ra
a Jp jest operatorem identycznosciowym na S’(R9).

DowoOD

Drugi punk jest oczywisty. Z kolei

Jsthzﬁ‘*loMgsoﬁoﬂflOMgto<9Z=ﬂfloMUSOMgto<?
=9_10Mgsoto§=ﬁ_loM o F =dsit.

Os+t

@ Dla kazdego s operator Js jest odwracalny (z odwrotnym J_g).
@ Przypomnijmy, ze Ly(R?) c §'(R9).
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DEFINICJA

Definiujemy przestrzen Sobolewa H°®

HS = Js(L2(R%))

oraz

luf2,s = [J-sullz2, ue Hs.

STWIERDZENIE

(H%,| - |2,s) jest przestrzenia Hilberta dla kazdego s € R.

Z definicji || - |2, s jest norma na H, a Js jest izometria Ly(R%) na HS. Stad HS z
norma | - |2 s jest przestrzenia Banacha izometryczna z przestrzenia Hilberta
Lo(RY). O




TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

STWIERDZENIE

Ustalmy s, t € R. Wowcezas J; jest izometria HS na HS*E,

DoOwOD
Wezmy u e HS. Wtedy u = Jsy dla pewnego 1 € Ly(R9). Tak wiec

Jiu = Jidsp = Js )

nalezy do H*! i kazdy element H5*! jest tej postaci dla pewnego u € H (jesli
veHS* tomamy v=Jiudlau=dJ v= Js(J_(s41)) € H®). Ponadto

[Jeutlla,sve = |- (s+odettllz = [J-sulla = |z,

a wiec J; jest izometria. O
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TWIERDZENIE SOBOLEWA O WELOZENIU

Niech s, t € R beda takie, ze s < t. Wtedy H! = HS oraz

@ Zauwazmy, ze twierdzenie jest oczywiste w przypadku s = t. W dalszym
ciagu bedziemy zakladac, ze s < t.

LEMAT

Niech s > 0. Wowczas dla kazdego v € Ly(R?) mamy Js¢ € Ly(R?) oraz

|Jstlle < [¢l2, ¢ € La(RY).

s <|ul2e  ueH

@ Przypomnijmy, ze dla s > O mamy os = C/‘r\s gdzie G jest pewna funkcja
catlkowalna.



TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

DOwWOD LEMATU

Zal6zmy na razie, ze 1 € Ly(R?9) n L;(RY). Wtedy
Jetb(y) = os(W)d() = Ge(u)d(y) = (27) 7 Gs = (Y).

Innymi stowy Jgip = (27r)_%Gs + . Stad dla ¢ € Ly(RY) n Ly (RY) mamy Jv € Ly(RY)
d
and |Jsylla < [[(2m) 72 Gs1[¢ ]2 = []2-
Wynika stad, ze dla v € Ly(R9) n L (RY) mamy Jsip € Ly(RD) i |Jst)]2 < [¢]2. Tak
wiec teza wynika z gestosci € Ly(RY) n Ly (RY) w Ly (RY). O
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