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DOWOD TWIERDZENIA SOBOLEWA

Wezmy u e Hf. Wowczas u = Jyip dla jedynego v € Ly(R?) (doktadniej ¢ = J_¢u).
Stad

J_su =Jdi_sJ_tu = Ji_s1p
nalezy do Ly(R9) na mocy lematu. Dalej
|lJ-sufa = [|Jt—s¥ll2 < [¢]l2

(poniewaz t — s > 0). W terminach norm na przestrzeniach H® i H! ostatnia
nieré6wnosc¢ oznacza

lulle,s < w2,
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

PRZYKLAD

Rozwazmy u € HS oraz v e H™S. Mamy J_su, Jsv € Ly(RY), tj.

F M, Fu,F M, . Fvely(RY).

Zwréémy uwage na fakt, ze odwzorowanie .%: S'(R4) — S'(R?) zachowuje pod-
przestrzen L»(R%) < S'(RY), a wiec o_sli,osD € Ly(RY). W szczegblnosci ud =
o_stiosD € L1 (R?), a stad catka

f u(x)v(x)dx
Rd

jest dobrze zdefiniowana. Ponadto funkcjonat u — { td jest ztozeniem

ra ~ ~ o~ ~~
HS s ur——dJ_sut o_gUt §o_stios0 = {tveC.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

PRZYKLAD

Pierwsze odwzorowanie (tj. J_s) jest izometria H® na Ly(R%), drugie jest unitarne
na L»(R9), a trzecie jest ciagtym funkcjonatem na Ly(R9), gdyz 050 € Lo(R9). Innymi
slowy kazda dystrybucja v € H™S wyznacza ciagly funkcjonal na HS.

Dalej z definicji H® (oraz H™%) wynika, ze gdy para (u, v) przebiega H® x H~S, funkcja
i przebiega zbiér wszystkich iloczynow ¢ przy ), ¢ € Ly(R4). Stad kazdy ciagly
funkcjonat liniowy na H?® jest dany przez

dla jedynego v € H™®. Innymi stowy przestrzen sprzezona do H® moze by¢ w natu-
ralny sposob utozsamiona z H™S.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

TWIERDZENIE

Niech (2, 90t) bedzie przestrzenia mierzalna i niech p i v beda dwoma
skonczonymi miarami na 2. Wowczas istnieja

@ nieujemna funkcja mierzalna f na 2,
@ zbioér N € I spemiajacy u(N) =0
takie, ze

V(A)szd,u—ky(AmN), AeM.
A
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowOD

Niech p = p + v. Wowczas p jest skoniczona miara na ). Rozwazmy przestrzen
Hilberta Ly (€2, p) oraz odwzorowanie liniowe

A: La(€2, p) 9¢»—>J¢dyeC

(jest ono dobrze zdefiniowane, gdyz ¢ € L2(€2, p) implikuje ¢ € L; (£, p) i oczywiScie
L1 (2, p) < L1(Q,v) jako, ze v < p). Funkcjonat A jest ograniczony, bo dla dowolnego
¥ € Lo(92, p) na mocy nieréwnosci Héldera na (2, v) mamy

A(y)| = uwy < <J|¢|2dy>;<§[12du>;
_ (dey) S} < <J|¢|2du+f|w|2du> V() = [lar()}.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowOD

Z twierdzenia Riesza o reprezentacji wiemy, Ze istnieje ¢ € Lo(12, p) taki, ze

A(W = <90‘¢>7 (RS L2(97p)

Sprawdzimy teraz, ze ¢ > O. Istotnie, dla dowolnej nieujemnej funkcji ¢ € Ly(2, p)
mamy

(Re |1y — I(m |y = (o) = A1) = deu >0,
Q

a wiec funkcja Im ¢ jest ortogonalna do wszystkich nieujemnych funkcji z Ly (€2, p),
a w konsekwencji do catej przestrzeni L»(€2, p). Wynika stad, Zze ¢ jest rzeczywista
p-prawie wszedzie (a stad takze p-prawie wszedzie i v-prawie wszedzie).

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 7/12



TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowOD

Niech X = {x € Q|¢(x) < 0}. Wtedy

0<u(X) = [ Lxdv = A(1x) = (o1 = [ pdp <0,
Q X

a stad wynika, ze p(X) = 0 i w szczeg6lnosci u(X) = v(X) = 0.

Nastepnie zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € Ly(€2, p) mamy

J(l —p)pdv = jzbdv—fswdv = A(Y) —fw/)dv = fw/}dp—fswdv
Q Q Q Q Q

Q

:fwdp_fwdyzde“+f‘wd”—fwdv=fgmpdu, (+)

Q Q Q Q Q Q
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowOD

Pol6zmy N = {x € Q| ¢(x) > 1}. Mamy

v
SR
=2
||
=X
=2
+
=
=2

v(N) = A(1n) = {p|1n) = fs@lwdp = f@odp
Q N

a wiec u(N) = 0.
o0

Teraz niech Y, = {x€ Q[0 < p(x) <1-1}iY = |J Y,. Wtedy dopelienie N U Y
n=1

(ktore z doktadnoscia do zbioru miary p zero jest rowne X) ma miare p rowna zero,
a wiec takze jest miary zero wzgledem p i v. Stad dla kazdego A € M

v(A) =v(AnY)+v(AnN). (%*)
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowOD

Niech ¢, = 14~y,. Wtedy

vV(AnY) = lim | ¢Ypdrv.
n—oo
Q
na mocy twierdzenia o zbieznosci monotonicznej. Dalej, skoro ¢ < 1 na Y mozemy
napisac

[onar = | -9 [vre; du
Q Q Q
Kladac f = lyﬁ otrzymujemy mierzalna i nieujemna funkcje na (2 taka, ze
_ T 2 dy = I _
ffdu = r}gigofwnl_w du r}ggofwn dv=v(AnY).
A Q Q
Z (»*) oraz powyzszego rownania wynika, ze dla kazdego A zachodzi v(A) = § fdu+
A

v(An N). [
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

@ Niech i ¥ beda miarami na tej samej przestrzeni mierzalnej (2.

e Powiemy, Ze v jest absolutnie ciagla wzgledem g, jesli dla kazdego
mierzalnego A c ) warunek p(A) = O pociaga v(A) = 0.

TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA

Niech (€2, 90t) bedzie przestrzenia mierzalna i niech p i v beda o-skonczonymi
miarami na (). Zalézmy, Ze v jest absolutnie ciagla wzgledem . Wtedy istnieje
nieujemna funkcja mierzalna f na (2 taka, ze

v(A) = ffdu.

A
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWOD VON NEUMANNA

DowoD

Jesli i i v sq skonczone, to teza wynika natychmiast z poprzedniego twierdzenia.
Jesli nie sa skoniczone, to dzielimy (2 na roztaczne zbiory {Q,}nen spelniajace
w(Qn), v(Qn) < 0. Kazdy Qn jest przestrzenia mierzalna i obcigcia un 1 v, miar p
i v do Qp spetiaja
V(AN Q) = J Jndpu, AeMm
AnQp

a0
dla pewnej nieujemnej funkcji mierzalnej f, na Q. Stad, jesli f = >, falq,, to

=1
dla dowolnego A € M "
0 a0 Q0
v(A) = ZV(Aan)z Z f fnduszfnlgndu:de,u.
n=1 nzlAan A n=1 A

O
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