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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

DOWÓD TWIERDZENIA SOBOLEWA

Weźmy u P Ht . Wówczas u “ Jtψ dla jedynego ψ P L2pRdq (dokładniej ψ “ J´tu).
Stąd

J´su “ Jt´sJ´tu “ Jt´sψ

należy do L2pRdq na mocy lematu. Dalej

}J´su}2 “ }Jt´sψ}2 ď }ψ}2

(ponieważ t ´ s ą 0). W terminach norm na przestrzeniach Hs i Ht ostatnia
nierówność oznacza

}u}2,s ď }u}2,t .
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

PRZYKŁAD

Rozważmy u P Hs oraz v P H´s. Mamy J´su,Jsv P L2pRdq, tj.

F ´1Mσ´sFu,F ´1MσsFv P L2pRdq.

Zwróćmy uwagę na fakt, że odwzorowanie F : S 1pRdq Ñ S 1pRdq zachowuje pod-
przestrzeń L2pRdq Ă S 1pRdq, a więc σ´spu, σspv P L2pRdq. W szczególności pupv “

σ´spuσspv P L1pRdq, a stąd całka
ż

Rd

pupxqpvpxq dx

jest dobrze zdefiniowana. Ponadto funkcjonał u ÞÑ
ş

pupv jest złożeniem

Hs Q u � // J´su � F // σ´spu
� //

ş

σ´spuσspv “
ş

pupv P C.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA Hs

PRZYKŁAD

Pierwsze odwzorowanie (tj. J´s) jest izometrią Hs na L2pRdq, drugie jest unitarne
na L2pRdq, a trzecie jest ciągłym funkcjonałem na L2pRdq, gdyż σspv P L2pRdq. Innymi
słowy każda dystrybucja v P H´s wyznacza ciągły funkcjonał na Hs.

Dalej z definicji Hs (oraz H´s) wynika, że gdy para pu, vq przebiega Hs ˆH´s, funkcja
pupv przebiega zbiór wszystkich iloczynów ψφ przy ψ,φ P L2pRdq. Stąd każdy ciągły
funkcjonał liniowy na Hs jest dany przez

u ÞÝÑ

ż

Rd

pupxqpvpxq dx

dla jedynego v P H´s. Innymi słowy przestrzeń sprzężona do Hs może być w natu-
ralny sposób utożsamiona z H´s.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

TWIERDZENIE

Niech pΩ,Mq będzie przestrzenią mierzalną i niech µ i ν będą dwoma
skończonymi miarami na Ω. Wówczas istnieją

nieujemna funkcja mierzalna f na Ω,

zbiór N P M spełniający µpNq “ 0

takie, że

νpAq “

ż

A

f dµ` νpA X Nq, A P M.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Niech ρ “ µ ` ν. Wówczas ρ jest skończoną miarą na Ω. Rozważmy przestrzeń
Hilberta L2pΩ, ρq oraz odwzorowanie liniowe

Λ: L2pΩ, ρq Q ψ ÞÝÑ

ż

Ω

ψ dν P C

(jest ono dobrze zdefiniowane, gdyż ψ P L2pΩ, ρq implikuje ψ P L1pΩ, ρq i oczywiście
L1pΩ, ρq Ă L1pΩ, νq jako, że ν ď ρ). Funkcjonał Λ jest ograniczony, bo dla dowolnego
ψ P L2pΩ, ρq na mocy nierówności Höldera na pΩ, νq mamy

ˇ

ˇΛpψq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

ψ dν
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Ω

|ψ|2 dν
˙

1
2
ˆ
ż

Ω

12 dν
˙

1
2

“

ˆ
ż

Ω

|ψ|2 dν
˙

1
2

νpΩq
1
2 ď

ˆ
ż

Ω

|ψ|2 dν `

ż

Ω

|ψ|2 dµ
˙

1
2

νpΩq
1
2 “ }ψ}2νpΩq

1
2 .
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Z twierdzenia Riesza o reprezentacji wiemy, że istnieje φ P L2pΩ, ρq taki, że

Λpψq “ xφ ψy, ψ P L2pΩ, ρq.

Sprawdzimy teraz, że φ ě 0. Istotnie, dla dowolnej nieujemnej funkcji ψ P L2pΩ, ρq

mamy

xReφ ψy ´ ixImφ ψy “ xφ ψy “ Λpψq “

ż

Ω

ψ dν ě 0,

a więc funkcja Imφ jest ortogonalna do wszystkich nieujemnych funkcji z L2pΩ, ρq,
a w konsekwencji do całej przestrzeni L2pΩ, ρq. Wynika stąd, że φ jest rzeczywista
ρ-prawie wszędzie (a stąd także µ-prawie wszędzie i ν-prawie wszędzie).
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Niech X “
␣

x P Ω
ˇ

ˇφpxq ă 0
(

. Wtedy

0 ď νpXq “

ż

Ω

1X dν “ Λp1X q “ xφ 1X y “

ż

X

φdρ ď 0,

a stąd wynika, że ρpXq “ 0 i w szczególności µpXq “ νpXq “ 0.

Następnie zauważmy, że dla każdego ψ P L2pΩ, ρq mamy
ż

Ω

p1 ´ φqψ dν “

ż

Ω

ψ dν ´

ż

Ω

φψ dν “ Λpψq ´

ż

Ω

φψ dν “

ż

Ω

φψ dρ´

ż

Ω

φψ dν

“

ż

Ω

φψ dρ´

ż

Ω

φψ dν “

ż

Ω

φψ dµ`

ż

Ω

φψ dν ´

ż

Ω

φψ dν “

ż

Ω

φψ dµ.
(‹)
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Połóżmy N “
␣

x P Ω
ˇ

ˇφpxq ě 1
(

. Mamy

νpNq “ Λp1N q “ xφ 1N y “

ż

Ω

φ1N dρ “

ż

N

φdρ ě ρpNq “ µpNq ` νpNq,

a więc µpNq “ 0.

Teraz niech Yn “
␣

x P Ω
ˇ

ˇ0 ď φpxq ď 1 ´ 1
n

(

i Y “
8
Ť

n“1
Yn. Wtedy dopełnienie N Y Y

(które z dokładnością do zbioru miary ρ zero jest równe X ) ma miarę ρ równą zero,
a więc także jest miary zero względem µ i ν. Stąd dla każdego A P M

νpAq “ νpA X Y q ` νpA X Nq. (‹‹)
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Niech ψn “ 1AXYn . Wtedy
νpA X Y q “ lim

nÑ8

ż

Ω

ψn dν.

na mocy twierdzenia o zbieżności monotonicznej. Dalej, skoro φ ă 1 na Y możemy
napisać

ż

Ω

ψn dν “

ż

Ω

ψn
1´φp1 ´ φq dν (‹)

“

ż

Ω

ψn
φ

1´φ dµ.

Kładąc f “ 1Y
φ

1´φ otrzymujemy mierzalną i nieujemną funkcję na Ω taką, że
ż

A

f dµ “ lim
nÑ8

ż

Ω

ψn
φ

1´φ dµ “ lim
nÑ8

ż

Ω

ψn dν “ νpA X Y q.

Z (‹‹) oraz powyższego równania wynika, że dla każdego A zachodzi νpAq “
ş

A
f dµ`

νpA X Nq.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

Niech µ i ν będą miarami na tej samej przestrzeni mierzalnej Ω.

Powiemy, że ν jest absolutnie ciągła względem µ, jeśli dla każdego
mierzalnego A Ă Ω warunek µpAq “ 0 pociąga νpAq “ 0.

TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA

Niech pΩ,Mq będzie przestrzenią mierzalną i niech µ i ν będą σ-skończonymi
miarami na Ω. Załóżmy, że ν jest absolutnie ciągła względem µ. Wtedy istnieje
nieujemna funkcja mierzalna f na Ω taka, że

νpAq “

ż

A

f dµ.
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TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA DOWÓD VON NEUMANNA

DOWÓD

Jeśli µ i ν są skończone, to teza wynika natychmiast z poprzedniego twierdzenia.
Jeśli nie są skończone, to dzielimy Ω na rozłączne zbiory tΩnunPN spełniające
µpΩnq, νpΩnq ă `8. Każdy Ωn jest przestrzenią mierzalną i obcięcia µn i νn miar µ
i ν do Ωn spełniają

νpA X Ωnq “

ż

AXΩn

fn dµ, A P M

dla pewnej nieujemnej funkcji mierzalnej fn na Ωn. Stąd, jeśli f “
8
ř

n“1
fn1Ωn , to

dla dowolnego A P M

νpAq “

8
ÿ

n“1

νpA X Ωnq “

8
ÿ

n“1

ż

AXΩn

fn dµ “

ż

A

8
ÿ

n“1

fn1Ωn dµ “

ż

A

f dµ.
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