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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Niech X bedzie przestrzenia zwarta.

@ Wowczas zbior C(X) wszystkich ciaglych funkcji X — C jest przestrzenia
Banacha z norma

| flloo = sup| f(x)[,  f € CX).
xeX

@ Teraz niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta, tj. taka, ze kazdy punkt
x € X ma otoczenie U o zwartym domknieciu.

@ Wowczas dla f € C(X) moze by¢ || f|« = +00, ale norma ma skonczone
wartosci na zbiorze C,(X) funkcji ciagtych i ograniczonych na X.

o C,(X) jest przestrzenia Banacha z norma || - ||c.
@ Niech Cy(X) oznacza zbiér f € C(X) takich, ze dla dowolnej liczby v > O zbiér

{xex|lre| = v}

jest zwarty. Jest jasne, ze Co(X) jest podzbiorem C,(X) i nietrudno sie
przekonac, ze jest to podprzestrzen wektorowa.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

STWIERDZENIE
Co(X) jest domknieta podprzestrzenia C,(X).

DowoOD

Niech (fn)nen bedzie ciagiem elementow Cp(X) zbieznym jednostajnie do f.
Wowcezas oczywiscie | jest ciagla, a ponadto warunek

Ve>0 IN.eN Vn>N. |[[fo—Sflle<e

pociaga za soba fakt, ze dla dowolnej liczby v > O oraz x takiego, ze | f(x)| > v
mamy

[ fivy ()] > [ £ = [ 60 = fiy (0] = v = | £x) — v, ()] > v -

)

/N
AN

a wiec {x € X’ | f(x)] = I/} C {x € X‘ \fN% (x)| = %} Wynika stad, ze dla dowolnej
liczby v > O zbior {x € X‘ | f(x)] > y} jest zwarty. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Przestrzen Cy(X) nazywany przestrzenia funkcji ciagltych znikajacych w
nieskonczonosci na X.

@ Czasami na oznaczenie Cy(X) stosowana jest rowniez notacja Co.(X).

@ W przypadku gdy przestrzen X jest dyskretna, piszemy c,(X) i co(X) zamiast
Cp(X) 1 Co(X), aw przypadku X = N po prostu ¢, (lub ¢) i cgp.
e Jesli X ma skonczenie wiele punktow, to C(X) = C,(X) = Co(X) jest
izomorficzna z przestrzenia CX! z norma
A1
= max | Aq-

Alx|

[e.9]
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

e Niech (9, 1) bedzie przestrzenia z miara i ustalmy p € [1, +o0].
@ Dla mierzalnej funkcji f: 2 — C definiujemy

11lp = ( / Iflpdu>p
Q

i kKladziemy %,(Q, p1) = { f| || fllp < +oo} oraz 4" = { f|| fllp = 0}.
@ Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej mierzalnej funkcji f i A € C mamy

IAfllp = (A S Np-
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LEMAT

Mamy ./ = { f | f =0}.

DowoD

Jesli [ |f|Pdp = 0, to dla kazdego n € N zbior
Q

An:{er“f(x)\p> %}
jest miary zero (w przeciwnym razie [ | f|Pdu > 4 u(An) > O dla pewnego n). Stad
Q

oo

M<U An> =0

n=1

i w konsekwencji | f|P = O poza zbiorem miary zero. To oczywiscie oznacza, ze
f=o0. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

TWIERDZENIE (NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO)

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda funkcjami mierzalnymi
2 — C. Wowczas

I +4gllp < Sfllp + llgllp- ()
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

Jesli || f||p = +o0 lub ||g||p = +00, to nieréwnos¢ () jest spelniona. Z drugiej strony,
jesli || f|lp =0 to f =0, a wiec f + g = g i mamy

If +9llp = ligllp = 0]l + llgllp = [| fllp + lIgllp,

czyli (x) zachodzi réwniez w tym przypadku. Podobnie jest gdy | g|/, = O.

Udowodnimy teraz (x) w przypadku O < || f||p,||g|lp < +o00. Wykorzystamy w tym
celu wypuklosé funkcji t — tP na [0, +o0|.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

Obliczamy

If+glp H S N g
Ifllp+ gl IS+ lgllp ISl + N9l
Al f lgle g H S g
= - = |lem— + 8|
H 1Fllp + gl 1Fllp IFllp + llglip llgllp £l llgllp
; _ sl _ gl _
gd21ea—m,aﬁ—m.Mamya,ﬁzooraza—l—ﬁ—l.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

Ftale | f _ AL 1))’
b H +p- 9 _</‘awfmﬂ+ﬂ|gg”p du) S(/(O‘mﬁﬁlglp) d“)
Q

Ifllp+lglle — 17151~ lgllp

S(g/( i + Bt “);:<IIJ?II§Q/UIP /HIIIIp/'glp >

(” SlfB+ o |g|p) — (a+8)

co konczy dowad. O

"=
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WNIOSKI

Q Z,(Q, 1) jest przestrzenia wektorowa,

@ ./ jest podprzestrzenia przestrzeni .72, (€2, u).

DEFINICJA

Przestrzen L,(12, 1) jest to przestrzen ilorazowa .Z2,(Q,v)/. 4.

e Elementami L, (€2, 1) sa klasy funkcji wzgledem relacji rownosci prawie
wszedzie.

@ Mimo to, dla f € .Z,(Q2, 1) zamiast f+ .4 € L,(Q, n) piszemy zwykle f € L,(2, p).
Moze to prowadzi¢ do niesScistosci, ale zazwyczaj dbamy, aby uznajac funkcje
J za element przestrzeni L,(Q2) nie wykonywac na niej zadnych operacji, ktore
zalezalyby od f a nie od klasy f wzgledem relacji rownosci prawie wszedzie.

@ Funkcja L,(Q2, 1) > f +— || fllp € [0, +00[ jest norma.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

[WIERDZENIE

Przestrzen L,(f2, x) z norma || - ||, jest przestrzenia Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

_ rssreEuEBavom
Niech (fn)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w L,(Q, 1) i wybierzmy z niego podciag
(Jny)jen taki, ze

Hfr7j+1 _fnij < %a Je N.

k 00
Dalej niech i = 3 [ foy,, —fa 01z 9= 3~ [fo, —fol = lim g
J=1 =1 0
Z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze ||gi|p < 1 dla wszystkich k, a ponadto

loltp = [ lgP de = [ Jim lgil? du < limint [ |gil? e < 1
k— o0 k—o0
Q Q Q

na mocy lematu Fatou.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

DowoOD

W szczegolnosci |g(x)| < +oo dla prawie wszystkich x € , a w konsekwencji dla
prawie wszystkich x szereg

Zlfnm — fry ()]

Jest zbiezny. Zbiezny jest zatem takze szereg
ffl1 + Z fflj+1 leJ( ))

co oznacza, ze ciag ( fn (X)) rcen Jest zblezny dla prawie wszystkich x. Innymi stowy
ciag (fn,)ken jest zbiezny punktowo prawie wszedzie na (2.

Oznaczmy (prawie wszedzie zdefiniowana) granice ciagu (fn,)ken Symbolem f i
rozszerzmy Jf do funkcji mierzalnej na catym zbiorze (). Pokazemy, ze f definiuje
element L,(12, 1) oraz ze fj ﬁf w L,(2, ).
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

DowoOD

Skoro

Ve>0 IN.€eN Vmn>N. | fa—Sfmlp<e,

korzystajac ponownie z lematu Fatou, mozemy oszacowac || fn — f||p:

=1 = [ Jim o= fonlP dp < timint [ 1o S|P dp = tianind o — o < e
k—o00 k—o00 k—o0
Q Q

jesli tylko n > N.. W szczegolnosci f —f, € L,(Q2, u), awiec f = fn+(f—fn) € L,(2, p).
Wreszcie skoro f € L,(12, 1), oszacowanie

| fn _f”pgff, n> N,

pokazuje, ze f, — f — 0w L,(Q, p). O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

UWAGA

Warto zapamieta¢ wykazany przez nas w powyzszym dowodzie fakt, ze dla
p € [1,+oo] kazdy ciag zbiezny w L,(€2, 1) ma podciag zbiezny punktowo prawie
wszedzie.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

e Dla mierzalnej f: Q2 — C definiujemy

/oo = esssup f| = inf  sup|f(x)].

n(2\2a)=0*€

e Zauwazmy, ze { f || fllc =0} = {f|f =0} =4
@ Ponadto | f + gllcc < [[f]leo + [Igllec dla dowolnych f 1 g i [Aflec = [Alll floc dla
wszystkich f oraz A € C

e Ktadziemy £ (Q, 1) = { f ||| fllc < +00} i definiujemy

Loo(§2, 1) = goo(ﬂmu)/’/’/'

FAKT

Lo (€2, 1) z norma || - || jest przestrzenia Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

@ Niech I bedzie dowolnym zbiorem.
@ Rozwazajac na I miare liczaca i, mozemy utworzy¢ przestrzenie L, (I, ;1)
(p € [1,4+00]). W tej sytuacji przestrzen te oznaczamy symbolem /j(I).
e Gdy I jest zbiorem d elementowym, przestrzen £p(I) jest izomorficzna z C% z
norma
A

(£ wp)’l’ pell ol

Ad max; |\ p = +0o0
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

TWIERDZENIE (NIEROWNOSC HOLDERA)

Niech (2, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda mierzalnymi funkcjami
2 — C. Niech p, g € [1,+o0] beda takie, ze %, + é = 1. Woéwczas

ISglly <[ £1Ipliglla-

(Dowod — na éwiczeniach.)
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