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TWIERDZENIE (NIEROWNOSC HOLDERA)

Niech (2, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda mierzalnymi funkcjami
Q — C. Niech p, q € [1, +00] beda takie, ze ; + ¢ = 1. Wowezas || fgll1 < [|flpllgllq-

WNIOSEK

Niech (2, 1) bedzie taka przestrzenia z miara, ze u(2) < +oo. Wowczas jesli
P, q € [1,+00] spetniaja p > q, to L,(Q, ) C Ly(2, p).

DowOD.

Musimy wykazag¢, ze jesli || f||, < +oo, to takze || f||q < +00. Niech 1 oznacza
funkcje stala réowna 1 na 2. Zauwazmy, ze 1g € L.(Q, u) dla wszystkich r.
Niech p’ = ﬁ iq = %. Liczby p’ i ¢’ spelniaja I% + % = 1, a wiec na mocy
nierownosci Holdera mamy

111G = [[1A19]], = 2l A1), < 12ellp||lF19], = IIIQHﬁHIfqu% = w7 | f]§ < +o0. O



PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

STWIERDZENIE

Niech X i Y beda przestrzeniami z norma i niech T: X — Y bedzie odwzorowaniem
liniowym. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ odwzorowanie T jest ciagle,
© odwzorowanie T jest ciagle w O,

© mamy sup ||Tx|| < +oo.
[lxll=1

DEFINICJA

Odwzorowanie liniowe T: X — Y spekliajace powyzsze warunki nazywamy
ograniczonym. Zbior wszystkich ograniczonych operatoréw X — Y oznaczamy
symbolem B(X,Y), a w przypadku Y = X piszemy B(X).




PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

@ Funkcja
-1l BX,Y) > T+— ||T|| = Sup T[] € [0, +o0]
x||=1
jest norma.
e Ponadto jesli Y jest zupelna, to przestrzen B(X,Y) z norma || - || jest

przestrzenia Banacha.

@ Gdy Y = C, przestrzen B(X,Y) oznaczamy symbolem X* i nazywamy
pPrzestrzenia sprzezona do X.

@ Z twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze odwzorowanie x: X — X** zadane
wzorem

k(x)(0) = o(x), xeX peX

jest izometria. Obraz x moze by¢ wlasciwa podprzestrzenia X**.
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PRZESTRZENIE BANACHA OPERATORY OGRANICZONE

PRZYKLAD

Niech p € [1,+oc[ i niech q € |1, +00] bedzie takie, ze 3 + ¢ = 1. Wowczas

Q dla kazdego b € {4 ciag ab jest sumowalny i odwzorowanie

n=1
nalezy do /3,
@ kazdy element /}, jest postaci ¢}, dla jedynego b € {g,
@ odwzorowanie /g > b — ), € £}, jest izometria.
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TWIERDZENIE

Niech (X, | - ||) bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia z norma.

@ Niech Y bedzie przestrzenia z norma i niech T: X — Y bedzie odwzorowaniem
liniowym. Woéwczas T jest ciagte.

@ Niech || - ||’ bedzie inng norma na X. Wéwczas istnieja stale c;, co > O takie, ze
cllxll < [lxlf' < eoflxll,  xeX.

© Kazdy domkniety i ograniczony podzbior X jest zwarty.

©Q X jest przestrzenia Banacha.

WNIOSEK

Niech X bedzie przestrzenia z norma, a Y jej skonczenie wymiarowa
podprzestrzenia. Wtedy Y jest skonczenie wymiarowa przestrzenia z norma, a
wiec jest zupelna i w konsekwencji domknieta w X. Innymi stowy kazda
skonczenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni z norma jest domknieta.




PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

STWIERDZENIE

Niech X bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia z norma nad cialem K = R

lub C i niech {ey,..., eq} bedzie baza X. Woéwczas izomorfizm
A1 d
A:Kd9 i—)Z)\ieiGX
Ad i=1

jest homeomorfizmem, przy czym na K¢ rozwazamy metryke pochodzaca od
normy

A1
H : H:max{lh,--w|/\d|}'
Ad
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DowoD

Odwzorowanie A jest ciagte, jako ze

)\1 J25) d
A=A H = Z()‘i_,ui)ei
)‘d Ha i=1
< Z|)\l puil [l el <maX{|)‘1 — pals- :ud|}2”el”
i=1

d
czyli [|Al < Zl leil|-
i=
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DowoD

Przypusémy teraz, ze A~! nie jest ciagle. Wtedy A~! jest nieciagle w punkcie
0 € X, a wiec istnieje ciag (xn)nen elementow X taki, ze x, —— 0O, ale ciag (un)nen
n—oo

elementéw K9 zdefiniowany jako
u, = A x, neN

nie jest zbiezny do zera. Innymi stowy istnieje stala 6 > O taka, ze ||u,| > J dla
nieskonczenie wielu n. Przechodzac do podciagu mozemy przyjac, ze

lunl| > 8, neN. (%)
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DowoD

Potézmy v, = Hl‘j—zn Wektory {vn}nen sa elementami (d — 1)-wymiarowej sfery o
srodku w zerze i promieniu 1 w K, ktora jest zbiorem zwartym (jest domknietym
i ograniczonym podzbiorem K9). Stad istnieje podciag (vn, )ken ciagu (vn)nen taki,
Ze Up, v dla pewnego v ze sfery jednostkowej (||v|| = 1).

Mamy

Avn = 1 Aun ES 1 Xn — O7
l[unll lunll™™ n oo

bo (xp)neny zbiega do zera a ciag wspolczynnikow (m) . jest ograniczony
™/ ne

(por. ().
Przechodzac do podciggu dostajemy

A
0% Ué— Up —> ”ul 1%, — 0,
oco+k i k—o0

jako ze A jest ciagle. Ale to stoi w sprzecznosci z injektywnoscia A i w efekcie
pokazuje, ze A~! musi by¢ ciagle. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DOWOD TWIERDZENIA

Ad @. Niech {ey, ..., ey} bedzie baza X i niech A: K¢ — X bedzie homeomorfizmem
opisany w poprzednim stwierdzeniu. Dalej niech

d
— Z/\Tei e X.

r: K95 [
i=1

Ad

Tak samo jak w przypadku A pokazujemy, ze odwzorowanie I jest ciagle. Jest tez
jasne, ze T =T o A~!, a wiec T jest ciagle.

Ad @. Rozwazmy odwzorowanie identycznosciowe 1y: X — X jako odwzorowanie z
X, || - ) do (X, ]| - ||'). Na mocy punktu @ odwzorowanie to jest ciagte, a wiec jest
ograniczone. Kladac ¢y = ||1x|| otrzymujemy

1]l = x|l < [[ix[[llx]| = eallx]l, ~ x€X.

Podobnie pokazujemy istnienie statej c; > O takiej, ze | x| < ileH/ (x € X), co daje
nam c;||x|| < ||x|' < c2|x|| dla wszystkich x.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE SKONCZENIE WYMIAROWE

DOWOD TWIERDZENIA

Ad @. Niech K C X bedzie domkniety i ograniczony. Odwzorowanie A~!: X — K9 z
poprzedniego stwierdzenia jest ciagle, a wiec ograniczone. Wynika stad, ze A~ (K)
jest ograniczonym podzbiorem X:

sup{||[A~ k||| k € K} < [[A~|[sup{||k|| | k € K}.

Oczywiscie A~!(K) jest takze zbiorem domknietym, jako ze odwzorowanie A jest
ciagle.
Oznacza to, ze zbiér A~!(K) jest zwarty, a stad oczywiscie K = A(A71(K)) jest
zwarty.

Ad @. Niech (xp)nen bedzie ciagiem Cauchy'ego w X i niech K = {x,|n € N}.
Wowczas zbior K jest domkniety i ograniczony, a wiec na mocy punktu @ jest
zwarty. Wynika stad, ze ciag (xn)ney ma podciag zbiezny (xn, )keny. Ale ciag
Cauchy’ego, ktorego podciag jest zbiezny, musi by¢ zbiezny (do tej samej granicy).
Oznacza to, ze przestrzen X jest zupea. O
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DEFINICJA

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C. Forma péltoraliniowa na V
nazywamy odwzorowanie F: V x V takie, ze

@ dla kazdego v € V odwzorowanie V > w — F(v,w) € C jest liniowe,

© dla kazdego w € V odwzorowanie V > v — F(v,w) € C jest antyliniowe.
Forma péttoraliniowa F na V jest

© hermitowska, jesli F(w, v) = F(v, w) dla wszystkich v,w €V,

© dodatnia, jesli F(v,v) > 0 dla wszystkich v e V,

© Scisle dodatnia, jesli F(v,v) > 0 dla wszystkich v € V \ {O}.
Iloczynem skalarnym na V nazywamy Scisle dodatnia forme poéttoraliniowa na
V. Zazwyczaj oznaczamy ja symbolem (-|-).
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STWIERDZENIE (TOZSAMOSC POLARYZACYJNA)

Niech F bedzie forma poéttoraliniowa na V. Wéwcezas
3

Fo,w) =Y i*Fw+iv,w+i%v), ovweV.
k=0

Mamy

Fw+v,w+v
iF(w +iv,w+iv

) = F(w,w) + F(w,v) + F(v, w) + F(v,v),

) = iF(w, w) — F(w, v) + F(v, w) + iF (v, v),
—F(w—-v,w—-v) =—-F(w,w) + F(w,v) + F(v,w) — F(v, ),
—iF(w —iv, w — iv) = —iF(w, w) — F(w, v) + F(v, w) — iF (v, v).

Dodajac stronami powyzsze réwnosci otrzymujemy fj i*F(w + i, w +i%v) = 4F (v, w). [
k=0



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKLADY INNYCH FORM TOZSAMOSCI POLARYZACYJNEJ

Q@ Flow) =1 Z kF(v+ifw, v+ ikw),
Q F(v,w) f (w + zv, w + zv) du(z), gdzie p jest borelowska miara

probablhstyczna na T taka, ze [zdu(z) = [z2du(z) = 0.
T T

Funkcja z — F(w + zv, w + zv) jest ciagla, a wiec caltka w punkcie @ ma sens.
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STWIERDZENIE

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

@ jesli F jest sciSle dodatnia, to F jest dodatnia,

© jesli F jest dodatnia, to F jest hermitowska.

DowOD PUNKTU 2

Na mocy tozsamosci polaryzacyjnej dla dowolnych v, w € V mamy

F(v,w) = IZIkF (w+ ik, w +ikv) = 1 > i F(w + ikv, w + i*v)
k=0 k=0

B

3
Zl F(w +i*v, w + i*v) = F(w,v). O
=0

|
B
a



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (NIEROWNOSC SCHWARZA)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie dodatnia forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

D=

|F(v, w)| < F(v, )2 F(w, w)2.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Rozwazmy funkcje f: R 5 t — F(v + tw, v+ tw). Funkcja ta przyjmuje wylacznie

nieujemne wartosci, a ponadto
f(t) = F(w, w)t?> + 2Re F(v, w)t + F(v, v),
a wiec A = 4(ReF(v, w))2 — 4F(w, w)F(v,v) < 0, czyli
(Re F(v, w))2 < F(w, w)F(v,v).

Nieréwnosc¢ ta zachodzi dla wszystkich v i w, a wiec takze dla par postaci
(ev, w), gdzie 0 jest tak dobrana, ze e F(v, w) > 0. Mamy wtedy

|F(v, w) ‘ (e F (v, w)) (Re F(e"v, w))2
< F(w, w)F(ev, e’v) = F(w, w)F(v, v).
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Woéwczas
Q@ funkcja Vs v |v]| = /(v|v) € [0, +00[ jest norma,
@ jesli v, w € V spetiaja |(v|w)| = |v]|||w

, to sa proporcjonalne,

© iloczyn skalarny jest ciagly wzgledem metryki wyznaczonej przez norme i
jednostajnie ciagly na zbiorach ograniczonych,

Q dla dowolnego v € V mamy |[v|| = sup |(w|v)|,
lwll=1

@ jesli v; i vg speliaja (w|v;) = (w|ve) dla wszystkich w € V, to v; = vs.
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