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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Woéwczas
Q@ funkcja Vs v |v]| = /(v|v) € [0, +00[ jest norma,
@ jesli v, w € V spetiaja |(v|w)| = |v]|||w

, to sa proporcjonalne,

© iloczyn skalarny jest ciagly wzgledem metryki wyznaczonej przez norme i
jednostajnie ciagly na zbiorach ograniczonych,

Q dla dowolnego v € V mamy |[v|| = sup |(w|v)|,
lwll=1

@ jesli v; i vg speliaja (w|v;) = (w|ve) dla wszystkich w € V, to v; = vs.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Jest jasne, ze ||av|? = (av|av) = |a?(v|v) = |a|?|v||? dla wszystkich v € V i
« € C. Dalej, na mocy niero6wnosci Schwarza

v+ w|? = (v+ w|v+ w) = (v|v) + (V|W) + (W|v) + (W|w)
= |[v||* + 2 Re (v|w) + |w|* < [[v]|* + 2|(v|w)| + ||w]?
2
< [[v]l® + 2|[vll|wl]| + [Jw]* = (o]l + lw]l)~.

Ad @. Niech |(v|w)| = |v|||lw||. Tak jak w dowodzie nieréwnosci Schwarza,
mozemy wybrac § tak, aby (ev|w) = |(v|w)|. Wtedy wyréznik wielomianu

(€0 + tw|e”v + tw) = (w]w) e + 2| (v|w)|t + (v]v) = w2 + 2| (v]w)]¢ + o]

jest rowny zero.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoD
Tak wiec istnieje tp € R takie, ze (ev+ tow|ev + tow) = 0, czyli v+ Lw =0, a
wiec v i w sa proporcjonalne.
Ad @. Jesliv, —— viw, —— w, to

n—oo n—oo

‘(Un‘wn> - <U‘w>| < ‘<Un‘wn> - <Un‘w>‘ + ‘(Un‘w> - <U‘w>’
|(on|wn — w)| + [{vr — v|W)|
|

<
< lonllllton — w] + [[vn — vl 0] —— 0

poniewaz ciag (Hv”H)neN jest ograniczony. Powyzszy wzor pokazuje rowniez, ze
iloczyn skalarny jest jednostajnie ciagly na ograniczonych podzbiorach V x V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Wzor |[v| = sup [(w|v)| jest oczywisty dla v = 0. Jesli v # 0, to z
[[wll=1
nierownosci Schwarza wnioskujemy, ze

sup [(w|v)| < sup [w]]jv]] = ||v]],
[[wl|=1 flwlj=1

a z drugiej strony, biorac w = W otrzymujemy
[(wlv)| = &y (vlw) = yllvl® = ol

Ad @. Rozwazmy v = v; — vy. Woéwcezas dla dowolnego w € V mamy (w|v) =
(w|vy) — (w|ve) = 0, a wiec ||v]| = 0 na mocy punktu @. O
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STWIERDZENIE (REGULA ROWNOLEGLOBOKU)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Wowczas dla
dowolnych v, w € V mamy [v+ w|? + [[v— w|? = 2(||v|* + |w|?).

DowoOD

v+ w|?+ lv-—w|? = W+ wlv+w) + (V- wlv—w)
= ((v[v) + (v|w) + (w|v) + (W|w)) + ((v|v) — (v|w) — (w|v) + (W|w))
= 2(v|v) + 2(w|w). O

UWAGA

Niech V bedzie przestrzenia z norma, w ktorej

2 2 2 2
lo+ w]* + [lv - wl* = 2([[v]* + [[w]]*).

zachodzi dla wszystkich v i w. Wéwczas istnieje iloczyn skalarny na V taki, ze
lv]| = +/(v|v) dla wszystkich v € V.



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

@ Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym.

@ Dalej niech (v,)ner bedzie ukltadem liniowo niezaleznym (przy czym
I={1,...,N}lubI=N).
@ Indukcyjnie definiujemy ciagi (yn)ner 1 (én)ner W nastepujacy sposob:
) ylzvlielzm,
k—1

° Y =vk— ) (ei|veriec =k dlap>1.
i=1

@ Otrzymane uklady (yn)ner i (en)ner spetniaja
o ukiad (yn)nes jest liniowo niezalezny,
o uklad (en)ner jest ortonormalny,
o span{vn |n € I} = span{yn | n € I} = span{e, | n € I}.
@ Operacje przejscia od ukladu (vn)ner do (Yn)ner nazywamy ortogonalizacija,
a od (vn)ner do (en)ner — ortonormalizacja Grama-Schmidta.

P.M. SotTaAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 7/19



DEFINICJA

Przestrzenia Hilberta nazywamy przestrzen z iloczynem skalarnym, ktora jest
zupelna wzgledem metryki wyznaczonej przez norme zdefiniowana przez iloczyn
skalarny.

PRZYKLAD

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen z iloczynem skalarnym jest przestrzenia
Hilberta.

PRZYKLAD

Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym i niech .7 bedzie
uzupelnieniem przestrzeni metrycznej (V, d), gdzie d(v, w) = ||v — w|| (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzaja sie jednoznacznie na cala przestrzen .7, ktora wraz z tymi
operacjami jest przestrzenia Hilberta.




PRZYKLAD

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara. Dzieki nieréwnosci Holdera wiemy, ze
dla dowolnych ¢, € Lo(Q2, ) catka
/ Py du

Q

jest dobrze zdefiniowana i nietrudno sie przekonac¢, ze (¢,v) — (p|) = f oy du

jest iloczynem skalarnym na Ly (2, ). Co wiecej, mamy ||¢lle = /{®|e) dla
wszystkich ¢ € La(Q, ). W szczegolnosci Lo (2, 1) jest przestrzenia Hilberta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad wektorow (&;)i;c; nazywamy
ortonormalnym, jesli (¢;|&) = 0; j dla wszystkich i,j € I.

e Kazdy uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

@ W szczegolnosci jesli (§;)icr jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni .77, to
mozemy uwazac {¢;}icy za podzbior .77 .
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PRZYKLADY

Q Niech J bedzie dowolnym zbiorem. Dla j € J niech §; oznacza funkcje
charakterystyczna singletonu {j}. Wéwczas (6j)jcs jest uktadem
ortonormalnym w przestrzeni /o (J).

© Rozwazmy przestrzen Hilberta Ly([—m, 7]) (domy$lnie z miara Lebesgue’a) i dla
n € Z niech

¢I’l(t) = \/%einta te [—7'[', 7T]'
Wowczas uktad {¢n}nez jest ortonormalny. Uktad ten nazywamy ukladem

trygonometrycznym.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

e Ciag skalarow («;)ic; nazywamy sumowalnym, jesli

su ai| < +00.
II) Z| 1|

0 C .
Ip| <400 lEI()

@ Analogicznie ciag (a;)icr jest sumowalny z kwadratem, jesli

sup Z lai? < 4o0.

IpCI 3
lIol<+oo (€10

@ Zauwazmy, ze jesli («;)ies jest sumowalny (lub sumowalny z kwadratem), to
zbior tych indeksow i, dla ktorych «; # O jest co najwyzej przeliczalny.
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e Niech X bedzie przestrzenia Banacha i niech (x;)ic; bedzie ukladem wektorow
z X.

e Powiemy, ze szereg > x; jest zbiezny, jesli ciag uogdlniony
i€l

(5%) o

icly |Ig|<+o0

ma granice w X.

@ Zbieznosc¢ ciagu uogolnionego w przestrzeni Banacha jest rownowazna
spetlnieniu warunku Cauchy’ego. W przypadku powyzszego ciagu sum
czesciowych wyglada on tak:

Ve>0 JLCI |L|<+4c0 VI,LDL L],k <+ = < Ee.

Sx- Y

ieIl iEIZ
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

LEMAT

W przestrzeni Banacha kazdy uogdlniony ciag wektorow speliajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

Niech (x)icr spelnia warunek Ve >0 Fi el Vi, >=i |x —x| <e.
Mozemy indukcyjnie zdefiniowac j, € I w taki sposob, ze

e dla dowolnych i,j € I takich, ze i,j = j, mamy ||x; — x| < £

@ jn = ji dla wszystkich k€ {1,...,n— 1}.
Teraz niech y, = X;,. Na poczatek pokazemy, ze (Yn)nen jest ciagiem Cauchy’ego.
Wezmy ¢ > 0 i N, takie, ze N% < e. Wowczas jesli m,n > N, to jn = jn. ijm = jn.. @
wiec [[Yn — Yml| = 1%, — Xl < 5= <e.
Ciag Cauchy’ego (yn)nen jest zbiezny do jakiegos wektora x. Pokazemy, ze (x;)icr
rowniez zbiega do x. W tym celu ponownie wezmy dowolny ¢ > 0 i niech n. bedzie
takie, ze - < 5. Dalej istnieje m. takie, ze ||y; — x|| < § dla wszystkich k > m..
Niech KE max{ng m.}. Wowczas dla i - jk.

12— x| < [Pei—, 141Xk, =l = 36— ||+ lux. — x| < £ +5 < 45 < 5+5=¢ O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

[WIERDZENIE

Niech (¢;)ic; bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta .77 i niech
(ai)ier bedzie sumowalnym z kwadratem ukladem skalaréw. Wowczas szereg

> i jest zbiezny w .
i€l
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoOD

Dla dowolnego ¢ > O niech I. C I bedzie takim skonczonym podzbiorem, ze

D el > al® —e.

icle icl

Zauwazmy, ze wowczas dla dowolnego J C I'\ I. mamy Y |a;|? < e.
ied
Teraz niech I i I, beda skonczonymi podzbiorami I takimi, ze I C I, oraz I. C Iy
oraz dla i € I + I, polozmy
~ o ie Il
Qi = .
—a; 1€
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoOD

Wtedy

2 2
Saigi— Y oudi| = | D a@d| =( Y. @] Y. dey
iel i€l ich+I iclh+Ip Jjeh+1
=~ ~ |2 2
= Y ad@siden = Y @ = D lel’ <,
i,jeh+I e+l ielh+I

poniewaz I. zawiera sie w przecieciu I; i b, awiec ) ~ I C I'\ L.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoOD

Tym sposobem wykazaliSmy, Ze ciag uogélniony
<Z ai¢i>
FcCI
icF |F|<+o00

spelnia warunek Cauchy’ego, a co za tym idzie jest zbiezny w zupelnej przestrzeni

. Innymi slowy szereg > a;¢; jest zbiezny. O
iel
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