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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V będzie przestrzenią wektorową z iloczynem skalarnym. Wówczas
1 funkcja V ∋ v 7→ ∥v∥ =

√
⟨v v⟩ ∈ [0,+∞[ jest normą,

2 jeśli v,w ∈ V spełniają
∣∣⟨v w⟩

∣∣ = ∥v∥∥w∥, to są proporcjonalne,
3 iloczyn skalarny jest ciągły względem metryki wyznaczonej przez normę i

jednostajnie ciągły na zbiorach ograniczonych,
4 dla dowolnego v ∈ V mamy ∥v∥ = sup

∥w∥=1

∣∣⟨w v⟩
∣∣,

5 jeśli v1 i v2 spełniają ⟨w v1⟩ = ⟨w v2⟩ dla wszystkich w ∈ V, to v1 = v2.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Ad 1 . Jest jasne, że ∥αv∥2 = ⟨αv αv⟩ = |α|2⟨v v⟩ = |α|2∥v∥2 dla wszystkich v ∈ V i
α ∈ C. Dalej, na mocy nierówności Schwarza

∥v + w∥2 = ⟨v + w v + w⟩ = ⟨v v⟩+ ⟨v w⟩+ ⟨w v⟩+ ⟨w w⟩
= ∥v∥2 + 2Re ⟨v w⟩+ ∥w∥2 ≤ ∥v∥2 + 2

∣∣⟨v w⟩
∣∣+ ∥w∥2

≤ ∥v∥2 + 2∥v∥∥w∥+ ∥w∥2 =
(
∥v∥+ ∥w∥

)2
.

Ad 2 . Niech
∣∣⟨v w⟩

∣∣ = ∥v∥∥w∥. Tak jak w dowodzie nierówności Schwarza,
możemy wybrać θ tak, aby

〈
eiθv w

〉
=

∣∣⟨v w⟩
∣∣. Wtedy wyróżnik wielomianu〈

eiθv + tw eiθv + tw
〉
= ⟨w w⟩t2 + 2

∣∣⟨v w⟩
∣∣t + ⟨v v⟩ = ∥w∥2t2 + 2

∣∣⟨v w⟩
∣∣t + ∥v∥2

jest równy zero.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Tak więc istnieje t0 ∈ R takie, że
〈
eiθv + t0w eiθv + t0w

〉
= 0, czyli eiθv + t0w = 0, a

więc v i w są proporcjonalne.

Ad 3 . Jeśli vn −−−→
n→∞

v i wn −−−→
n→∞

w, to∣∣⟨vn wn⟩ − ⟨v w⟩
∣∣ ≤ ∣∣⟨vn wn⟩ − ⟨vn w⟩

∣∣+ ∣∣⟨vn w⟩ − ⟨v w⟩
∣∣

≤
∣∣⟨vn wn − w⟩

∣∣+ ∣∣⟨vn − v w⟩
∣∣

≤ ∥vn∥∥wn − w∥+ ∥vn − v∥∥w∥ −−−→
n→∞

0

ponieważ ciąg
(
∥vn∥

)
n∈N jest ograniczony. Powyższy wzór pokazuje również, że

iloczyn skalarny jest jednostajnie ciągły na ograniczonych podzbiorach V × V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Ad 4 . Wzór ∥v∥ = sup
∥w∥=1

∣∣⟨w v⟩
∣∣ jest oczywisty dla v = 0. Jeśli v ̸= 0, to z

nierówności Schwarza wnioskujemy, że

sup
∥w∥=1

∣∣⟨w v⟩
∣∣ ≤ sup

∥w∥=1
∥w∥∥v∥ = ∥v∥,

a z drugiej strony, biorąc w = v
∥v∥ otrzymujemy∣∣⟨w v⟩
∣∣ = 1

∥v∥⟨v v⟩ = 1
∥v∥∥v∥2 = ∥v∥.

Ad 5 . Rozważmy v = v1 − v2. Wówczas dla dowolnego w ∈ V mamy ⟨w v⟩ =
⟨w v1⟩ − ⟨w v2⟩ = 0, a więc ∥v∥ = 0 na mocy punktu 4 .

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 5 / 19



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (REGUŁA RÓWNOLEGŁOBOKU)
Niech V będzie przestrzenią wektorową z iloczynem skalarnym. Wówczas dla
dowolnych v,w ∈ V mamy ∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = 2

(
∥v∥2 + ∥w∥2

)
.

DOWÓD

∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = ⟨v + w v + w⟩+ ⟨v − w v − w⟩
=

(
⟨v v⟩+ ⟨v w⟩+ ⟨w v⟩+ ⟨w w⟩

)
+

(
⟨v v⟩ − ⟨v w⟩ − ⟨w v⟩+ ⟨w w⟩

)
= 2⟨v v⟩+ 2⟨w w⟩.

UWAGA

Niech V będzie przestrzenią z normą, w której

∥v + w∥2 + ∥v − w∥2 = 2
(
∥v∥2 + ∥w∥2).

zachodzi dla wszystkich v i w. Wówczas istnieje iloczyn skalarny na V taki, że
∥v∥ =

√
⟨v v⟩ dla wszystkich v ∈ V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

Niech V będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym.

Dalej niech (vn)n∈I będzie układem liniowo niezależnym (przy czym
I = {1, . . . ,N} lub I = N).
Indukcyjnie definiujemy ciągi (yn)n∈I i (en)n∈I w następujący sposób:

y1 = v1 i e1 = y1
∥y1∥ ,

yk = vk −
k−1∑
i=1

⟨ei vk⟩ei i ek = yk
∥yk∥ dla p ≥ 1.

Otrzymane układy (yn)n∈I i (en)n∈I spełniają
układ (yn)n∈I jest liniowo niezależny,
układ (en)n∈I jest ortonormalny,
span{vn |n ∈ I} = span{yn |n ∈ I} = span{en |n ∈ I}.

Operację przejścia od układu (vn)n∈I do (yn)n∈I nazywamy ortogonalizacją,
a od (vn)n∈I do (en)n∈I – ortonormalizacją Grama-Schmidta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DEFINICJA

Przestrzenią Hilberta nazywamy przestrzeń z iloczynem skalarnym, która jest
zupełna względem metryki wyznaczonej przez normę zdefiniowaną przez iloczyn
skalarny.

PRZYKŁAD

Każda skończenie wymiarowa przestrzeń z iloczynem skalarnym jest przestrzenią
Hilberta.

PRZYKŁAD

Niech V będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym i niech H będzie
uzupełnieniem przestrzeni metrycznej (V,d), gdzie d(v,w) = ∥v − w∥ (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzają się jednoznacznie na całą przestrzeń H , która wraz z tymi
operacjami jest przestrzenią Hilberta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKŁAD

Niech (Ω, µ) będzie przestrzenią z miarą. Dzięki nierówności Höldera wiemy, ze
dla dowolnych φ,ψ ∈ L2(Ω, µ) całka ∫

Ω

φψ dµ

jest dobrze zdefiniowana i nietrudno się przekonać, że (φ,ψ) 7→ ⟨φ ψ⟩ =
∫
Ω

φψ dµ

jest iloczynem skalarnym na L2(Ω, µ). Co więcej, mamy ∥φ∥2 =
√
⟨φ φ⟩ dla

wszystkich φ ∈ L2(Ω, µ). W szczególności L2(Ω, µ) jest przestrzenią Hilberta.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 9 / 19



PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech H będzie przestrzenią Hilberta. Układ wektorów (ξi)i∈I nazywamy
ortonormalnym, jeśli ⟨ξi ξj⟩ = δi, j dla wszystkich i, j ∈ I.

Każdy układ ortonormalny jest liniowo niezależny.

W szczególności jeśli (ξi)i∈I jest układem ortonormalnym w przestrzeni H , to
możemy uważać {ξi}i∈I za podzbiór H .

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 10 / 19



PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PRZYKŁADY

1 Niech J będzie dowolnym zbiorem. Dla j ∈ J niech δj oznacza funkcję
charakterystyczną singletonu { j}. Wówczas (δj)j∈J jest układem
ortonormalnym w przestrzeni ℓ2(J).

2 Rozważmy przestrzeń Hilberta L2([−π, π]) (domyślnie z miarą Lebesgue’a) i dla
n ∈ Z niech

ϕn(t) = 1√
2π

eint , t ∈ [−π, π].

Wówczas układ {ϕn}n∈Z jest ortonormalny. Układ ten nazywamy układem
trygonometrycznym.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

Ciąg skalarów (αi)i∈I nazywamy sumowalnym, jeśli

sup
I0⊂I

|I0|<+∞

∑
i∈I0

|αi | < +∞.

Analogicznie ciąg (αi)i∈I jest sumowalny z kwadratem, jeśli

sup
I0⊂I

|I0|<+∞

∑
i∈I0

|αi |2 < +∞.

Zauważmy, że jeśli (αi)i∈I jest sumowalny (lub sumowalny z kwadratem), to
zbiór tych indeksów i, dla których αi ̸= 0 jest co najwyżej przeliczalny.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

Niech X będzie przestrzenią Banacha i niech (xi)i∈I będzie układem wektorów
z X.

Powiemy, że szereg
∑
i∈I

xi jest zbieżny, jeśli ciąg uogólniony

(∑
i∈I0

xi

)
I0⊂I

|I0|<+∞

ma granicę w X.

Zbieżność ciągu uogólnionego w przestrzeni Banacha jest równoważna
spełnieniu warunku Cauchy’ego. W przypadku powyższego ciągu sum
częściowych wygląda on tak:

∀ ε > 0 ∃ Iε ⊂ I |Iε| < +∞ ∀ I1, I2 ⊃ Iε |I1|, |I2| < +∞ =⇒
∥∥∥∥∑

i∈I1

xi −
∑
i∈I2

xi

∥∥∥∥ < ε.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

LEMAT

W przestrzeni Banacha każdy uogólniony ciąg wektorów spełniający warunek
Cauchy’ego jest zbieżny.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWÓD

Niech (xi)i∈I spełnia warunek ∀ ε > 0 ∃ iε ∈ I ∀ i1, i2 ⪰ iε ∥xi1 − xi2∥ < ε.
Możemy indukcyjnie zdefiniować jn ∈ I w taki sposób, że

dla dowolnych i, j ∈ I takich, że i, j ⪰ jn mamy ∥xi − xj∥ < 1
n ,

jn ⪰ jk dla wszystkich k ∈ {1, . . . ,n − 1}.
Teraz niech yn = xjn . Na początek pokażemy, że (yn)n∈N jest ciągiem Cauchy’ego.

Weźmy ε > 0 i Nε takie, że 1
Nε
< ε. Wówczas jeśli m,n ≥ Nε, to jn ⪰ jNε i jm ⪰ jNε, a

więc ∥yn − ym∥ = ∥xjn − xjm∥ < 1
Nε
< ε.

Ciąg Cauchy’ego (yn)n∈N jest zbieżny do jakiegoś wektora x. Pokażemy, że (xi)i∈I
również zbiega do x. W tym celu ponownie weźmy dowolny ε > 0 i niech nε będzie
takie, że 1

nε
< ε

2 . Dalej istnieje mε takie, że ∥yk − x∥ < ε
2 dla wszystkich k ≥ mε.

Niech Kε = max{nε,mε}. Wówczas dla i ⪰ jKε

∥xi−x∥ ≤ ∥xi−xjKε
∥+∥xjKε

−x∥ = ∥xi−xjKε
∥+∥yKε−x∥ < 1

Kε
+ ε

2 <
1
nε
+ ε

2 <
ε
2+

ε
2 = ε.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

TWIERDZENIE

Niech (ϕi)i∈I będzie układem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H i niech
(αi)i∈I będzie sumowalnym z kwadratem układem skalarów. Wówczas szereg∑
i∈I
αiϕi jest zbieżny w H .
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWÓD

Dla dowolnego ε > 0 niech Iε ⊂ I będzie takim skończonym podzbiorem, że∑
i∈Iε

|αi |2 >
∑
i∈I

|αi |2 − ε.

Zauważmy, że wówczas dla dowolnego J ⊂ I \ Iε mamy
∑
i∈J

|αi |2 < ε.

Teraz niech I1 i I2 będą skończonymi podzbiorami I takimi, że Iε ⊂ I1 oraz Iε ⊂ I2
oraz dla i ∈ I1 ÷ I2 połóżmy

α̃i =

{
αi i ∈ I1
−αi i ∈ I2

.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWÓD

Wtedy∥∥∥∥∑
i∈I1

αiϕi −
∑
i∈I2

αiϕi

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥ ∑
i∈I1÷I2

α̃iϕi

∥∥∥∥2

=

〈 ∑
i∈I1÷I2

α̃iϕi
∑

j∈I1÷I2

α̃jϕj

〉
=

∑
i, j∈I1÷I2

α̃i α̃j⟨ϕi ϕj⟩ =
∑

i∈I1÷I2

∣∣α̃i
∣∣2 =

∑
i∈I1÷I2

|αi |2 < ε,

ponieważ Iε zawiera się w przecięciu I1 i I2, a więc I1 ÷ I2 ⊂ I \ Iε.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWÓD

Tym sposobem wykazaliśmy, że ciąg uogólniony(∑
i∈F

αiϕi

)
F⊂I

|F |<+∞

spełnia warunek Cauchy’ego, a co za tym idzie jest zbieżny w zupełnej przestrzeni
H . Innymi słowy szereg

∑
i∈I
αiϕi jest zbieżny.
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