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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

[WIERDZENIE

Niech (¢;)ic; bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /# i niech
¢ e . Dlaice I potézmy «; = (¢;|§). Wowcezas
Q@ > |aif* < +oo,
iel
@ wektor ¢’ =& — ) ¢ jest ortogonalny do ¢; dla wszystkich j € I.
iel
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoOD

Ad @. Wezmy skonczony Iy C I i niech n=¢ — ) a;p;. Wtedy

iely
0 < [nl* = <£ " o€ — Zaj¢j> = [l€l® = > agale) = D ai(€lay) + Y @ay(eiley)
ick J€l iel Jjelo i.jelo
= gl - Zalal Z%%"‘Zalal ll€l® - Z\a1|2
i€ly Jjelby icly icly

Wynika stad, ze 3 |aq|? < ||€]? < +oo0.
iel

Ad @. Poniewaz iloczyn skalarny jest ciagly, dla dowolnego j € I mamy

(¢5l€") < Zal¢l> = ($l€) = D aildjlén) = aj —a; =0,

il iel
tj. ¢ jest ortogonalny do ¢;. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

UWAGA

W dowodzie ostatniego twierdzenia wykazaliSmy, Ze jesli (¢;)ics jest ukladem
ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i € € JZ, to

> [ gile)® < lle)2.

iel

Nieré6wnosc¢ ta znana jest pod nazwa nieré6wnosci Bessela.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

[WIERDZENIE

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech (¢;);c; bedzie ukltadem
ortonormalnym w 7. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

Q@ uklad (¢;)icr jest maksymalny,

© podprzestrzen span{¢; | i € I} jest gesta w 7,

© dla dowolnego ¢ € .7 warunek (¢;|¢) = 0 dla wszystkich i € I pociaga £ = 0O,
@ dla dowolnego ¢ € 2 mamy & = > (il €)1,

iel

@ dla dowolnych &,n € 2 mamy (£]n) = ZI (Elon{oiln),
ic

Q dla dowolnego ¢ € # mamy ||€]2 = Y| (4:]€)[>.
icl
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DowoD

@ = © Niech .# oznacza domkniecie span{¢; | i € I} (jest jasne, ze .# jest pod-
przestrzenia .¢) i przypuscmy, ze .# # . Wezmy wektor £ € 77\ .4 . Wtedy £ # O
i na mocy poprzedniego twierdzenia wektor

g=6-> (il
iel
jest ortogonalny do wszystkich ¢j. Co wiecej ¢’ # 0, bo warunek ¢’ = 0 oznacza
& e /. Niech n = e 5,” Wowczas n ma dlugosc 1 i jest ortogonalny do wszystkich
¢j, a wiec uklad {¢;}ic; U {n} jest ortonormalny i Scisle wiekszy niz {¢;}ic1 U {n}.
Q = @ Jesli ¢ € 7 jest ortogonalny do ¢; dla wszystkich i € I, to ¢ jest ortogonalny
do span{¢;| i€ I}, tj.
(n|&) =0, nESpan{qSi}ieI}.
Na mocy ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymujemy wiec (n|¢) = O dla kazdego
n € A, np. n = ¢, codaje [|¢]|* = (¢[¢) =
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

© = Q Potézmy
¢=¢-) (ilO)on.

icl

Skoro ¢’ jest ortogonalny do wszystkich ¢;, otrzymujemy ¢’ = O.
Q = @ Z ciaglosci iloczynu skalarnego i jego antyliniowosci wzgledem pierwszego
argumentu dostajemy

(Eln) = <Z<¢i5>¢i

iel

7)> = (@il &) (ulm) =D (€le) (bilm)-

iel iel

© = 0O Kladziemy n = &.
@ = @ Przypuscmy, ze S jest uktadem ortonormalnym w . takim, ze {¢i}ic1 & S

iwezmy & € S\ {¢i}ic1. Wtedy 1 = [|€]|2 = Z‘(gbi\{)‘z = 0. Sprzecznos¢ ta pokazuje,
icl
ze uktad {¢;}icr jest maksymalny. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad ortonormalny (¢;)ic; W 5%
speliajacy rownowazne warunki z poprzedniego twierdzenia nazywamy baza
ortonormalna przestrzeni J7.

@ Niech (¢;)ic; bedzie baza ortonormalna przestrzeni Hilberta 7.
@ Zapisanie dowolnego ¢ € . w postaci ) | (¢i|¢)¢; nazywamy rozwinieciem

Fouriera ¢ w bazie (¢;)icr- “
@ ROownosc

€I =[]
iel

nosi nazwe réwnosci Parsevala.

e Kazda przestrzen Hilberta ma baze ortonormalna.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

WNIOSEK

Kazda przestrzen Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia /5 (I) dla
pewnego 1.

DowoOD

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech (¢;)ic; bedzie jej baza ortonormalna.
Zdefiniujmy odwzorowanie U: 7 — (o(I) definiujac U¢ jako ciag skalarow
((#11€)) ;- Tak zdefiniowane odwzorowanie U jest liniowe, a réwnosc¢

2
IUel3 = |t &) = llll?
i€l
wynika z rownosci Parsevala. W koncu jesli a = («;)icr jest dowolnym elementem

lo(I), to a = UE dla £ = ) aioy, czyli U jest izomorfizmem. O
iel
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

UWAGI

© Baza ortonormalna nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta nie jest
jej baza w sensie algebraicznym.

© Dowolne dwie bazy ortonormalne przestrzeni tej samej przestrzeni Hilberta
sa réownoliczne (éwiczenia).

© Moc dowolnej bazy ortonormalnej przestrzeni Hilberta .77 nazywamy
wymiarem Hilberta /7 i oznaczamy symbolem dim .77 .

© Przestrzen Hilberta jest oSrodkowa (zawiera przeliczalny podzbior gesty)
wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna jej baza ortonormalna jest przeliczalna lub
skonczona.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

TWIERDZENIE LUZINA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech p bedzie regularna miara
borelowska na X. Niech A C X bedzie podzbiorem borelowskim skoniczonej miary
if: X — C funkcja mierzalna réwna zero poza A. Wowczas dla dowolnego ¢ > O
istnieje g € C.(X) taka, ze

n({xeX|f(0 £9(0}) <e.

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech i bedzie regularna miarg
borelowska na X. Wowczas dla kazdego p € [1, +oo| przestrzen C.(X) jest gesta w
Lp (X I /-L) .




PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

LEMAT

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech S bedzie zbiorem funkcji
mierzalnych 2 — C o skonczonym obrazie i rownych zero poza zbiorem
skonczonej miary. Wowczas S jest gesta podprzestrzenia L,(2, 1) dla kazdego

p € [l,+o0l.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

DowoOD

Na poczatek zauwazmy, ze zbior S jest ewidentnie zawarty w L, (€, ) dla
wszystkich p.

Ustalmy p i niech f € L,(Q, 1) bedzie nieujemna. Istnieje ciag (sn)nen
nieujemnych funkcji prostych taki, ze s, — S punktowo i s, < sp41 < f dla

kazdego n. W szczegolnosci |s,|P < fP, a wiec s, € S dla wszystkich n.

Co wiecej | f — splP = (f — sn)P < fP, a zatem na mocy twierdzenia o zbieznosci
ZImMajoryZowanej

If = sulp= [ 15 = slPde —— o,
o0
Q
Oznacza to, ze sp T>f w L, (9, ).
n—oo
Na koniec zauwazmy, ze dowolny element L, (2, ) jest kombinacja liniowa

nieujemnych funkcji z L,(Q, i). O
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

DOwWOD WNIOSKU

Ustalmy p € [1,+o0] i niech S oznacza przestrzen zdefiniowana w lemacie (dla
przypadku Q = X). Wystarczy udowodnié, ze kazdy element S mozna przybliza¢ z
dowolna doktadnoscia w L, (X, ) elementami przestrzeni C.(X).

Wezmy s € S oraz € > 0. Z twierdzenia Luzina wiemy, ze istnieje g € C.(X) taka, ze
zbior
A={xeX|[s(x)#9g(x)}

ma miare mniejsza niz e. Polézmy M = sup |s| i niech

g00) = {é(x) g(x)| <M

MEZS gt > M’

x e X.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

DOwWOD WNIOSKU

Wowczas

@ g e C.(X), gdyz g jest ztlozeniem g i ciagtego odwzorowania C — C,
@ suplg| < M.
Co wigcej g rézni sie od g tylko na zbiorze A, a wiec s = g na X \ A. Mamy tez

lg— s|B = / g sPPdu= / 19— SPPdp < u(A)sup|g — sIP < e(2M)P,
X A

co pokazuje, ze w L,(X, 1) mozemy przybliza¢ dowolna funkcje s € S elementami
przestrzeni C.(X) z dowolna precyzja. O
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