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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

[WIERDZENIE STONE’A-WEIERSTRASSA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech & bedzie podprzestrzenia
przestrzeni Co(X) taka, ze

@ dla dowolnych f, g € & mamy fg € <7,
Q dla dowolnej f € o/ mamy f € </,
@ dla dowolnych x;,x; € X, x; # X istnieje f € o taka, ze f(x1) # f(xw),
Q dla kazdego x € X istnieje f € & taka, ze f(x) # O.
Wowczas <7 jest gesta w Co(X).

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra,

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra z inwolucja («-algebra),

@ Punkt @ mowi, ze </ rozdziela punkty X,

@ Punkty @ i @ razem moéwia, ze </ mocno rozdziela punkty X.

o Gdy X jest przestrzenia zwarta, @ zamienia sie zwykle na zalozenie, Ze
1x € o/ (< jest algebra z jedynka).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

Dla dowolnego p € [1, +oo[ przestrzen C°(R%) jest gesta w L,(R%).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

Wystarczy udowodnié, ze kazda f € C.(R9) jest granica ciagu elementéw C°(R?)
w normie || - ||p. Ustalmy wiec f € C.(R9) i niech K bedzie zbiorem postaci

K = [a1, by] x --- x [aq, bq]

zawierajacym nosnik f.

Teraz rozwazmy zbioér funkcji wielomianowych na R9 obcietych do K. Na mocy
twierdzenia Stone’a-Weierstrassa zbior ten jest gesta podprzestrzenia C(K) w
normie || - ||,k (norma jednostajna na C(K)). Stad dla kazdego ¢ > O istnieje
wielomian p; taki, ze ||p: — f||«,k < €. Teraz niech K’ bedzie zbiorem postaci

K' = [ay, by] x -+ x [ag, by],

gdzie a; < a] < b} < b; dla wszystkich i i miara Lebesgue’a zbioru K \ K’ jest
mniejsza niz .

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 4/24



PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

. e i i
Niech ¢ bedzie gltadka funkcja R? — [0, 1] 0 nosniku zawartym w K taka, ze ¢ = 1
na K’ i potézmy g. = pp.. Zauwazmy, ze

g —fIIE = / 19:(¢) — F()|P dx = / 19:(¢) — F(0)[P dx + / 1:(x) — F()[P dx.
R4 K’

K\K'

Drugi skladnik po prawej stronie szacujemy w nastepujacy sposob:

/ 19:(¢) = F(x)|P dx = / 1p-(x) — F()Pdx < (IIpe — Flloo)PIK| < PIK].
K’ K’
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

Natomiast pierwszy skladnik szacujemy tak:

[ g — g0 Pax < (splge(0) G ) 1N K| < (lgellc + 1 o) I\ K|

K\K'
< (I1Pelloo.k + 1f oo k) "IK\ K'| = (IIPe = f +Fllook + 1 flloox) * K\ K'|
< (Ilpe = Fllook + 211f oo, k) "IK\ K'| < (€ + 2] flloo,c) Pe-

W konsekwencji

1

Ilge = Fllp < ( (& + 2l flloo) e + ePIK] )7,

a ta wielkos¢ moze by¢ dowolnie mata przy odpowiednio matym e.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

UWAGA

Powyzszy dowod mozna przeprowadzic¢ takze bez uzycia twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa. Przykladowa technika alternatywnego dowodu jest tak
zwana regularyzacja przez splot.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKLAD

Niech I bedzie dowolnym zbiorem. Dla i € I definiujemy funkcje ¢;: I — C ktadac
1 i=j
6i(j) = , j € 1.
i(J) { 0o izj I
Jest jasne, ze uklad {d;}icr C ¢o(I) jest ortonormalny, a span{d;|i € I} jest

podprzestrzenia skladajaca sie z funkcji I — C o skonczonym nosniku, a ta
przestrzen jest oczywisScie gesta w /5 (I), bo kazda funkcja « € ¢5(I) spelnia

2
a—Za(i)&i = Z ‘a(i)‘z

icly ic\Ip
dla dowolnego skonczonego Iy C I. W szczegolnosci ciag uogolniony

(Z \a(wlz)

icl\Ip [Ig|<+o0

jest zbiezny do zera.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKLAD

Zdefiniujmy funkcje {$n}nez ktadac

dn(z)=2", zeT,nelk
Latwo sie przekonac, ze {d, nez jest uktadem ortonormalnym w Ly(T) (ze znorma-
lizowana miara Lebesgue’a m). Zauwazmy tez, ze podprzestrzen
o/ = span{dn|n e Z}

jest =-podalgebra z jedynka w C(T), ktora rozdziela punkty, a wiec na mocy

twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, </ jest gesta w C(T) w normie || - . Wynika

stad, ze < jest gesta w C(T) w normie || - ||2, bo jesli fj k—>fjednostajnie, to
—00

= /|fk ~fPdm< lim | fi —fl% = 0.
k—o0 k=00
T

Skoro C(T) jest gesta podprzestrzenia Ly(T), natychmiast widzimy, ze {¢dn}nez jest
baza ortonormalnag Ly(T).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH |_p

PRZYKLAD

Teraz rozwazmy przestrzen L([—m,n]) i uklad trygonometryczny {¢n}nez. Przes-
trzen Ly([—m,n]) jest izometrycznie izomorficzna z Ly(T) poprzez odwzorowanie
W: Ly(T) — La([—m, 7]) zdefiniowane wzorem

(W) (t) = ﬁ(p(eit), te]-m ], ¢ € Ly(T).

Istotnie: nietrudno sie przekonac, ze W jest odwzorowaniem izometrycznym, a z
drugiej strony dla kazdego ¢ € Ly([—m, 7]) mamy ¢ = W, gdzie

p(z) = V2ry(Llog(z)), ze€T

przy czym %log oznacza odwzorowanie odwrotne do |-7, 7] > t — el € T. Ponad-
to dla kazdego n € Z mamy ¢, = Wdpn. Skoro {d,}nez jest baza ortonormalna
przestrzeni Ly(T), podprzestrzen span{¢n|n € Z} jest gesta w Lo([—7,7]). Innymi
stowy {¢n}nez jest baza ortonormalna przestrzeni Hilberta Ly ([—, 7]).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKLAD
Na ¢wiczeniach pokazalismy, ze uktad {¢, i }n ez, Otrzymany z falki Haara

et I PR

N~

nkeZit= U Sn,
n=1
gdzie S, jest przestrzenia funkcji z Ly(R) stalych na wszystkich przedziatach

poprzez Y, j(x) = 234)(2"x — k) jest ortonormalny i span{¢n

postaci [zﬁn, kztl [ (k € Z). Przekonajmy sie, ze podprzestrzen |J S, jest gesta w

n=1
Lo (R).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKELAD

W tym celu wezmy g € C.(R). Woéwczas dla kazdego ¢ > O istnieje 6. > O o tej
wlasnosci, ze |x — y| < 6. implikuje |g(x) — g(y)| < e. Wybierzmy n € Z, takie, ze
% < € i potéozmy

(suma jest skonczona, gdyz nosnik g jest zwarty). Wowczas s; € Sp i [|s: — gl < €.
Teraz niech [a, b] bedzie zwartym przedzialem zawierajacym nos$nik g oraz nosnik
s.. Wtedy ||s. — g||3 < £2(b — a), a wiec g mozna dowolnie dobrze aproksymowac¢ w

Ly(R) elementami podprzestrzeni (J S;.
n=1
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKELAD

o
Wreszcie, skoro przestrzen C.(R) jest gesta w Lp(R), widzimy, ze |J S, rowniez jest
n=1

gesta w L»(R). W konsekwencji uktad
{wn,k ’ n ke Z—i—}

jest baza ortonormalna Ly(R).
Mozna tez wykazac, ze uktad {¢n i}nez, k—o,.,27—1 jest baza ortonormalna przes-
trzeni Hilberta Ly ([0, 1]).
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

e Niech Z bedzie przestrzenia Hilberta i niech () £ S C /7.
¢ Dopelnieniem ortogonalnym S nazywamy zbior

St={ne|VEe S (n) =0}

e Symbolem S'! oznacza¢ bedziemy zbior (S*)*.

@ Dla porzadku przyjmijmy, Ze dopelnieniem ortogonalnym zbioru pustego jest
.

STWIERDZENIE

© S' jest domknieta podprzestrzenia .77,
© mamy S C S',
@ jesli S; C Sy, to S§ O Sy
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

Punkt @ wynika natychmiast z ciaglosci i liniowosci (wzgledem drugiego
argumentu) iloczynu skalarnego.

Ad Q. Jesli € € S, to ¢ jest ortogonalny do kazdego n € St, a wiec ¢ € S*+.

Ad @. Jesli S; C Sy, to kazdy n € Sy jest ortogonalny do wszystkich elementow
S1. awiecn € St O

LEMAT

Niech S C #. Wowczas SN S+ c {0}.

Niech ¢ € SN St. Skoro ¢ € S, wektor ten jest ortogonalny do wszystkich
elementéw S, a wiec ||£]|2 = (£]¢) = 0. O




RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech .# bedzie domknieta
podprzestrzenia .. Wowczas dla dowolnego ¢ € 7 istnieja € € 4 inec .4+
takie, ze ¢ = £ + n. Ponadto rozklad ten jest jedyny.

DowoOD

Wezmy ¢ € # i niech {¢;}ic; bedzie baza ortonormalna .#. Ktadziemy

£= (dilp)¢: and n=p—¢.
iel
Powyzszy szereg jest zbiezny. Ponadto ¢ € .#, anc .#*.
Przypusémy, ze ¢ ma inny rozktad ¢ = ¢ + 1/ na ¢ € .# oraz 1y € .4+. wtedy
€ —¢ =1 —njest elementem .# N.#+, a wiec £ = ¢ i n =1 na mocy lematu. [
e Powyzej wykazaliSmy, ze jesli .# jest domknieta podprzestrzenia /7, to
H =MD M+
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

WNIOSEK

Niech .# bedzie domknieta podprzestrzenia .. Wéwczas .#++ = /.

Wiemy, ze .# ' O .#. Z drugiej strony, jesli ¢ € .# '+, to zapisujac p = £ + 1,
gdzie & € ./ in € #+ otrzymujemy

M>5n=0p—Cc M+ Cc

a wiec n € .4+ N.#++ = {0}. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

Niech S C . Wowczas
Q St = span{S}L,
Q St =span{S}.
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DowoOD.

Mamy S C span{S}, a wiec S+ O span{S}*. Biorac dopemienie ortogonalne obu
stron otrzymujemy S+ C span{S}*+, a zatem S+ C span{S} na mocy
poprzedniego wniosku (dla .# = span{S}).

Ale S+ jest domknieta podprzestrzenia .7 zawierajaca S, skad wynika, ze
St o span{S}, co dowodzi punktu @.

Biorac dopelnienie ortogonalne obu stron rownosci
(S+1)+ = span{S}*. Ale

St = span{S} dostajemy

(SJ_J_)J_ _ ((SJ_)J_)J- _ (SJ_)J_J_ _ st
ponownie na mocy poprzedniego wniosku (dla .# = S*). Tym samym

wykazaliSmy punkt @. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DEFINICJA

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta, a .# C 7 domknigta podprzestrzenia.
Rzut na .# wzdhiz .4+ nazywamy rzutem ortogonalnym na ./ i oznaczamy
symbolem P ,.

UWAGA

Z w dowodzie ostatniego twierdzenia uzyliSmy bardzo wygodnego wzoru na P ,:
dla dowolnej ortonormalnej bazy {¢;}icr przestrzeni .# mamy

PuE=> (6il&)oi

iel

dla wszystkich & € 7.



UWAGA

W przypadku gdy podprzestrzen .# jest skonczenie wymiarowa mamy tez inny
wzor na P ,: niech {{;}i=1,n bedzie dowolna (niekoniecznie ortogonalna) baza .#

i niech G bedzie macierza Gama uktau {¢;,...,¢én}

(€lg1) .. (léw)

G = : . :
(nlér) ... (Enlén)

Wtedy dla dowolnego n € s mamy

P//[n = Z(G_l)ld<§‘n>£1

i.j
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKLAD

Rozwazmy baze {¢n}nez przestrzeni Ly([—m,@]) i niech .# = span{¢n||n| < N}.

Rzut ortogonalny P , mozemy opisaC nastepujacym wzorem:

Pt = §Nj (9nl$)dn = fj (ﬁ / e—imwmdf)gbn.

n=—N n=—N —
Stad
i N iy
Ca)®= [ > e urydr= [ D= i) dr
—T n=—N —T
gdzie
1 KN
Dn(0) = ~— Z R
N(a) oI nZ_N ) 7 €

Funkcje Dy nazywamy jadrem Dirichleta.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

Mamy
. (0) B e iNog ein0 _ e iNo 1— e1(2N—i—1)9
N 27 2w 1—elf
n=0

1 e—iN0 _ i(N+1)6

T 2r 1—elf
1 e—IN+3)0 _ oi(N+1)0  gip (N + 1)6)

C 2m e_iée = eiée ~ 2rsin (%9)

dla 0 ¢ 277, natomiast Dy(6) = 21;7:1 dla 0 € 27Z.
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