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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech C bedzie niepustym domknietym i wypuklym podzbiorem przestrzeni
Hilberta 77 i niech ¢ € .\ C. Woéwczas istnieje jedyny wektor ¢ € C
minimalizujacy funkcje C > ¢ — || — (|| € ]0, +o00[. Ponadto ¢ jest jedynym
elementem C takim, ze

Re((—¢&lp—&) <0, (el

@ Dowdd na ¢éwiczeniach.

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 2/17



RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

UWAGA

Domknieta podprzestrzen .# C ¢ jest oczywiscie domknietym zbiorem
wypuklym, a wiec dla ¢ € J# \ .# istnieje dokladnie jeden wektor ¢ € .#
minimalizujacy funckje .# > ( — || — (||. Dla dowolnego ¢ € .# mamy
2
le = CI* = l(e = Parw) + Pao = QI = lle = Pl + IPae = CI* > llo = Prol®.

Widzimy stad, ze wektorem minimalizujacym odleglosc od ¢ jest £ = P 4.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

@ Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech © bedzie niezerowym ciaglym
funkcjonatem na 7.

e Funkcjonal © obciety do (ker ©)* jest réznowartosciowym odwzorowaniem
liniowym w C, a wiec dim(ker ©)+ < 1.
@ Skoro © # 0, musi by¢ dim(ker ©)+ = 1.

STWIERDZENIE

Dla dowolnego niezerowego funkcjonatu liniowego A na przestrzeni Banacha X
mamy

( A jest ciagly ) — ( ker A nie jest gesta podprzestrzenia w X )

@ W szczegolnosci jesli O jest nieciagtym funkcjonatem na .77, to
dim(ker ©)* = 0.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

DoOwWOD STWIERDZENIA.

Nietrywialna jest implikacja <. Przypuscmy, ze podprzestrzen ker O nie jest
gesta. Wowcezas ostnieje kula domknieta Ball(x, r) taka, ze

Ball(x, r) Nker © = 0. (o)

Rozwazmy teraz zbior © (Ball(x,r)) C C. Mamy
©(Ball(x,r)) = ©(x) + ©(Ball(0, r)).

Ponadto zbior © (m(o, r)) jest niezmienniczy na mnozenie przez liczby « o
module nie wiekszym niz 1 i z zalozenia zawiera jakas niezerowa liczbe. W takim
razie albo jest on ograniczony, albo jest rowny catemu ciatu C. W drugim z tych
dwéch przypadkéw istnieje wektor y € Ball(0, r) taki, ze O(y) = —O(x), a zatem

0= 0(x+y) € ©(Ball(x, 1))

co stoi w sprzecznosci z (e). Oznacza to, ze funkcjonal © jest ograniczony na
Ball(0, r), co z kolei jest r6(wnowazne ciaglosci ©. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

[WIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

Niech © bedzie ciaglym funkcjonatem na przestrzeni Hilberta #. Wowczas
istnieje dokladnie jeden wektor 6 € 77 taki, ze

) =08, e
Ponadto [|0] = ||9]|.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

DowoOD.

Jedynos¢ wektora 6 jest oczywista tak samo jak fakt, ze dla © = 0O mamy 6 = O.
Przyjmijmy wiec, ze © # 0.

Wiemy juz, ze dim (ker ©)* = 1. Niech 0 bedzie wektorem jednostkowym w

(ker ©). W szczegolnosci {0} jest baza ortonormalna (ker ©)1. Wynika stad, ze
rozktad dowolnego ¢ € . na sktadowe w ker © i (ker ©)* wyglada tak:

&= (6= (0]€)0) + (@ &)9.
W konsekwencji

o(6) =0((6 - (B])8) + (9]©9) = ((7]€)) = (9] )0 (@) = (e(@)]¢),
co pokazuje, ze 6 = %5 jest poszukiwanym wektorem.

W szczegolnosci O] = sup [(0|¢)] = [|9]. O
l€l=1
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

DEFINICJA

Niech /7 i .# beda przestrzeniami Hilberta. Forma péitoraliniowa na /7 x ¢
nazywamy funkcje F: 5 x % — C taka, ze

@ dla kazdego £ € ## odwzorowanie 7 3 n— F(£,n) € C jest liniowe,
© dla kazdego n € ¥ odwzorowanie .# 5> { — F(£,n) € C jest antyliniowe.

Forme¢ F nazywamy ograniczona jesli istnieje stata C > O taka, ze
[F(&,m)| < Clgllllnll dla wszystkich (¢,7) € 7 x K .

e Najmniejsza stata C taka, ze |[F(¢,n)| < C||¢]||n| dla wszystkich

(&n) € A x A jestrowna sup |F(& n)|. Nazywamy ja czasem norma F i
lgll=1=(Inl]
oznaczamy symbolem || F|.
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

PRZYKLAD
Niech 27 i # beda przestrzeniami Hilberta i niech T: .2 — 7 bedzie
odwozorowaniem liniowym. Wtedy wzor

F(n) =Ty, EeH,nex

definiuje forme pottoraliniowa na J# x .# . Forma ta jest ograniczona wtedy i
tylko wtedy, gdy T € B(.#, ) i w teym przypadku ||F|| = ||T|.
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

[WIERDZENIE

Niech 7 i .# beda przestrzeniami Hilberta i niech F bedzie ograniczona forma
pottoraliniowa na 7 x #. Wowczas istnieje jedyny operator T € B(.#, ) taki,
ze F(&,n) = (¢|Tn) dla wszystkich { € 7, n e 7.
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

Dla dowolnego n € % odwzorowanie ©,: 5 > { — F(§,n) € C jest liniowe i ogra-
niczone, a wiec na mocy twierdzenia Riesza o reprezentacji istnieje jedyny wektor
6, € A taki, ze ©, = (6,|-). Innymi stowy

F(gvn):<£‘97]>a ge%

Ponadto dla 7n;,n9 € # oraz a, 8 € C mamy

F(570”71 +5772) = aF(faUl) +5F(f7772) = O‘<f‘9m> +5<f‘0n2> = <§‘O‘9m + 50771)

dla wszystkich £. Tak wiec z jedynosci wektora 0,,,13,, Wynika, ze n — 0, jest
odwzorowaniem liniowym.
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

Definiujemy wiec odwzorowanie liniowe T: % — J¢ ktadac Tn = 6,. Sprawdzmy,
ze T jest odwzorowaniem ograniczonym:

IT|| = sup ||Tyll = sup sup [(¢|Tn)| <C,
Inli=1 Inli=1 lgl=1

gdzie C jest taka stata, ze |F(¢,n)| < C||&||[|n]| dla wszystkich £ i .
Jedynosc¢ T wynika natychmiast z jedynosci wektora 0, dla kazdego n € 7. Ol
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

Powyzsze twierdzenie mowi, ze istnieje bijekcja pomiedzy ograniczonymi formami
pottoraliniowymi na ¢ x %', a ograniczonymi operatorami .#° — J¢. Co wiecej, z
dowodu natychmiast wynika, ze jesli forma F odpowiada operatorowi T, to

[F[l = [IT-

CIEKAWOSTKA

Niech A, B € B(.#', 7). Wowczas istnieje liczba 1 € T taka, ze B = A wtedy i
tylko wtedy, gdy |(¢|An)| = |(¢|Bn)| dla wszystkich & € 7 in € .




OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

@ Niech F bedzie forma poéttoraliniowa na 7 x 7.
e Jest jasne, ze funkcja

Fi: o x # 5 (n,§) — F(§n) €C
jest forma péttoraliniowa i FT jest ograniczona wtedy i tylko wtedy, gdy
ograniczona jest F (i jesli sa ograniczone, to |Ff|| = |F|)).
e Tak wiec kazdemu operatorowi T € B(.#", 5) odpowiada dokltadnie jeden
operator TT € B(J#, %) taki, ze
(€|Tn) = (n|The) = (TT¢ | m)
dla wszystkich ¢ i 7.

DEFINICJA

Niech T € B(.#, ). Jedyny operator T' € B(#, %) spelmiajacy

E|Tn) =(T'¢|n), EeH,nex

nazywamy operatorem hermitowsko sprzezonym do T.
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SR T
DEFINICJA

Operator T € B(#) nazywamy samosprzezonym, jesli T = T'.

PRZYKLAD

Niech .# bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta .77 .
Sprawdzimy, ze P , jest operatorem samosprzezonym. Wezmy ¢, ¢ € 7 i
rozt6zmy kazdy z nich na komponenty z . i .#4*: ¢ =& +nitp =& + 1. Wtedy

(@l Patp) = (€ +nl€) = (€]€) = (€]€' +1') = (Puol¥).

Wektory ¢ i ¢ wybraliSmy dowolnie, a wigc P ;/ =Py.

UWAGA

Jesli # 1 #5 sa takimi domknietymi podprzestrzeniami, ze 7 = .#1 & #o (W
sensie algebraicznym), to rzut na .#, wzdtuz .#5 jest ograniczony i jest on
samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy .#o = 47
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