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OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

© Dla kazdego T € B(.#,.5¢) mamy (T") = T,

Q jesli T, Ty € B(X, ) ia, B €C, to (oTy + fT)! =aT! + BT},
@ jesli T € B(#, )i S € B(J#, %), to (ST)! = TiSI,

© mamy ||T!|| = ||T| dla kazdego T € B(.%, J¢).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

DowoOD.

Ad @. To wynika np. z faktu, ze (F')! = F dla dowolnej formy péttoraliniowej na
I X K.

Ad @. Latwo sprawdzamy, ze dla dowolnych ¢ € 7 i n € # mamy
(€] (@T1 + BTo)n) = alé| Tun) + B(E| Tan) = a(TIE | n) + BT3¢ | ) = (@T] + BT | n),

a wiec operator aT IT + BT. 2T spelnia warunek jednoznacznie definiujacy operator
(aTy + TQ)T.
Ad ©. Podobnie jak w poprzednim punkcie, dla dowolnego ¢ € .Z, n € # mamy

(¢|STn) = (S'¢ | Tn) = (T'S'¢ | n)

a zatem T'S' spelnia warunek definiujacy (ST)T.
Punkt @ wynika natychmiast z oméwionej wezesniej réownosci ||[Ff|| = ||[F|| dla
wszystkich form poéttoraliniowych. O
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech ¢ € s#. Symbolem |¢) oznacza
sie czesto odwzorowanie liniowe C — 7 przeprowadzajace 1 na 1, a
symbolem ()| odwzorowanie sprzezone do |¢).

Nietrudno sprawdzi¢, ze (y)| przeprowadza dowolny ¢ € J# na skalar (¢|§).

Dla dowolnych ¢, € 7 ztozenie odwzorowan C—— ) H—— Wl C jest

odwzorowaniem mnozenia przez skalar (¢ |p). Innymi stowy (4| o |¢) = (¢ ]¢).
Bardzo czesto korzystamy z operatoréw postaci |p) (1| (przeprowadza]acy ¢ na
(¥]€)). Przyktadowo jesli {¢;}ics jest baza ortonormalna podprzestrzeni

M C A, to
Py ="l (ol
icl
w tym sensie, ze
Py&=Y (il
i€l

dla kazdego ¢ € 7.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

TWIERDZENIE

Niech o7 i # beda przestrzeniami Hilberta i niech V bedzie odwzorowaniem
liniowym 57 — #. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ V jest odwzorowaniem izometrycznym,
© V jest ograniczone i VIV =1 4,
@ dla dowolnych &,n € 5 mamy (VE|Vn) = (£]n).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

DowoOD

Q@ = ©: Jest jasne, ze operator izometryczny jest ograniczony Dalej stosujac
formule polaryzacyjna do formy péttoraliniowej F(&,n) = (VE|Vn) (§,n € ) oraz
fakt, ze |V = ||¢|| dla wszystkich ¢ otrzymujemy

3
(vE[vn) =3 3 <n+iks>\V(n+i’“£)>=iZi"HV<n+ik§>H2
k=0

3
2 )+ e = 1 i (n+i%¢|n + 1) = (¢ln).
k=0

Stad dla dowolnych &,7 € # mamy (VIVE|n) = (VE|Vn) = (€|n), czyli VIVE =&,
Q = @: Jesli VIV =1 to dla ¢,n € # mamy (VE|Vn) = (VIVE|n) = (£]n).

© = ©: Podstawiajac n = £ w réwnosci (V¢|Vn) = (¢|n) otrzymujemy

|VE||2 = [|€]|? dla kazdego & € ., co oznacza, ze V jest izometria. O
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

UWAGA

Ograniczonos¢ V w punkcie @ jest potrzebna, poniewaz operator sprzezony
zdefiniowaliSmy tylko dla operatoréw ograniczonych. Okazuje si¢, ze mozna te
definicje rozszerzy¢ na dowolny operator liniowy zdefiniowany na gestej
podprzestrzeni ./ i wtedy ograniczono$¢ V wynika z warunku VIV = 1 4.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

DEFINICJA

Operator V € B(J7, %) speliajacy warunki z powyzszego twierdzenia nazywamy
izometria.
Operator U € B(s7, %) jest unitarny, jesli U jest surjektywna izometria.

@ Niech XiY beda przestrzeniami Banacha.
@ Przypomnijmy, ze operator T € B(X,Y) jest odwracalny, jesli istnieje
S e B(Y, X) taki, ze TS = ]ly, ST = ]lx.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

[WIERDZENIE

Niech /7 i # beda przestrzeniami Hilberta i niech U bedzie odwzorowaniem
liniowym 57 — J#. Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

@ U jest unitarny,

© U jest ograniczony i odwracalny oraz U~! = UT,

@ U jest ograniczony i mamy U'U = 1 4 oraz UUT =1 4,

@ U jest surjekcja i dla dowolnych &,7 € 2 mamy (U¢|Un) = (£]n).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

© = ©: Jesli U jest unitarny, to jest odwracalny (i U~! jest odwzorowaniem
izometrycznym). Skoro U jest izometryczny, mamy U'U = 1 4, a mnozac obie
strony tej rownosci z prawej przez U~! otrzymujemy Ut = U~1.

Implikacja @ = @ jest oczywista.

@ = @: Skoro UU' =1 4, operator U jest surjektywny. Fakt, ze U zachowuje
iloczyn skalarny wynika natychmiast z réwnosci UTU = 1 .

Q = ©: Zakladamy, ze U jest surjekcja, a wiec musimy jedynie wykazac, ze jest
tez izometria. W tym celu wystarczy potozy¢ n = £ we wzorze (U¢|Un) = (¢|n). O
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Na przestrzeni Ly(R9) rozwazmy operator 7, (y € RY) zdefiniowany wzorem
() () =9(x—y), ¥ €Ly(RY), x eR%

Jest oczywiste, ze ||ryy|l2 = |||z dla wszystkich ¢ i wszystkich y, a takze, ze
operator 7y jest surjekcja. Tak wiec 7y jest unitarny dla kazdego y. Co wiecej, dla
dowolnych y;, ys € R mamy

Ty, © Ty, = Ty1+ya»

czyli y — 7y jest homomorfizmem z grupy R w grupe wszystkich operatorow
unitarnych na L»(R%). Sprawdzimy teraz, ze homomorfizm ten jest ciagty w tym
sensie, ze dla dowolnego 1 € Ly(R?) odwzorowanie

RY 5 yr— 71 € Ly(RY)
jest ciagte.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Wezmy 1) € Lr(R?) i e > 0. Woweczas istnieje g. € C.(R?) taka, ze ||t — gell2 < § i
zdefiniujmy

S={x+z|xesuppg., |lz]| < 1}.
Funkcja g jest jednostajnie ciagla, a wiec istnieje J. € |0, 1] taka, ze ||x — y|| < ¢

implikuje |g-(x) — g-(y)| < 3 E‘S‘. Wowczas jesli ||y|| < d., to

2 2
Hw%—gJ§=/m%ﬂﬂD—%@ﬂdx:/b&*ﬂﬁ-%@ﬂdx
R4 S

2 2
< |S|sup|ge(x — y) — g-(0)|” < (5)"-
xeS
Tak wiec
H7-y¢ - ¢||2 < ||Ty¢ - TygsHZ =+ ||Tyg€ - 95”2 + Hgs - ¢||2
= H@Z} - 95”2 + HTygz-: - gs”Z + ”gz-: - ¢||2 < % + % + % =&,
jesli tylko ||y|| < 6.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Przypomnijmy, ze splot f *g funkcji f € L;1(R9) i g € L,(RY) zdefiniowaliSmy wzorem

(f *9)(y) = / fly-xgix)dx, yeR?
Rd

Uzywajac operatorow {7y}, cga mozemy rozszerzy¢ te definicje na pary funkcji z
Ly(R%). Istotnie, jesli ¢, € Ly(R%) to kladac ¢(x) = ¢(—x) (x € RY) mamy

/|¢<y )| |9 dx = (ryld] [ 191) = | (1] | 10|
R4

< |lrlelll 1%l = NNl = el el = l8ll2lw 2

na mocy unitarnosci operatoréw 7 oraz ¢ — ¢.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Wynika stad, ze wigc catka

/ By — x)(x) dx
Rd

jest dobrze okreslona dla dowolnego y € R4,
Ponadto funkcja

yr— [ oy~ 20 dx = (ralv)
R4

jest ciagla, a wiec splot dwéch elementow Ly (R9) jest funkcja ciagla i ograniczona
(na mocy nieréwnosci Schwarza).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Niech A ¢ RY bedzie zbiorem o niezerowej i skonczonej mierze Lebesguea i
polozmy ¢ = 14. Wowcezas nosnik funkeji

RY 5 y— (ryy|y) € R

zawiera sie w zbiorze A— A= {a— b|a,b € A}, gdyz

ryo ) = / 1a(x — y)La(x) dx = / 1a(x — ) dx.

R4 A

Ponadto funkcja ta jest ciagta i niezerowa (jej wartos¢ w zerze wynosi |93 # 0),
a wiec jej nosnik musi zawierac zbior otwarty. Tym samym wykazaliSmy, ze dla
dowolnego zbioru A C R4 o niezerowej mierze Lebesgue’a zbiér A — A zawiera kule.
W szczegolnosci jesli A C R jest mierzalny i niezerowej miary Lebesgue’a, to A — A
zawiera przedzial. Fakt ten jest znany jako twierdzenie Steinhausa.
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