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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

TWIERDZENIE

Niech .# i ./ beda domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta 7.
Wowczas

Q@ 7 L v wtedy i tylko wtedy, gdy P Py = O (réwnowaznie P , P , = 0),
© .# C ./ wtedy i tylko wtedy, gdy P 4P, = P, (réwnowaznie P ,P y = P ;).
W przypadku @ podprzestrzen .# + ./ jest domknietai P,y =Py +Py.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

Ad @. Dla dowolnych &,n € . mamy (P ,¢|Pyn) = (£|P.4Pyn), co pokazuje, ze
jesi.# L v, to P,Py¢ = 0 dla wszystkich &, a jesli PPy = O, to obrazy P, i
P, sa ortogonalne.

Ad ©. Ze wzoru P,P, = P, wynika, ze P ¢ = ¢ dla dowolnego ¢ € ., czyli
A C 4. Odwrotnie, jesli .# C .4, to dla kazdego ¢ € 5 wektor P 41 nalezy do
A, a wiec PJVP//ﬂ/J:P///’(ﬁ.

Zalozmy teraz, ze .# L .#. Podprzestrzen .# + ./ jest domknieta, gdyz jesli
(¥n)nen jest ciagiem elementow .# + .4 zbieznym do ¢ € ¢, to rozkladajac

Yn = &n + Nn, neN

na skladowe w . i .4 otrzymujemy ciagi (£n)nen Oraz (nn)nen, Ktére oba spekiaja
warunek Cauchy’ego, poniewaz ||1/n — ¥ml[? = [1€n — Emll® + |9n — 1m|2-
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

DowoOD

Skoro .# i .4/ sa domkniete, ciagi ({n)nen 1 (7n)neny Maja granice £ € # orazn € N
ipy=+ne N+ MA.

Zauwazmy dalej, ze operator P, + P 4 jest samosprzezony i idempotentny, a po-
nadto jest on identycznoscia na .# + .#". Co wiecej, dla kazdego ¢ € .4+ NN+ =
(M + ) mamy (P, + Py)¢ =0, a zatem P, + P 4 jest rzutem ortogonalnym na
MA N O
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

LEMAT

Dla dowolnych domknietych podprzestrzeni .#, 4 C .7 mamy
MEONNLE = (M + ).

Skoro A C M+ N i N C .M+ N, mamy (A + N C .#+ NN+, Zdrugiej
strony, jesli ¢ € .4+ N .4+, to ¢ jest ortogonalny do kazdego wektora postaci £ + 17
dla¢e.#,ne . O

@ W szczegolnosci Pr—=1—-Pynr.



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

STWIERDZENIE
Dla dowolnych domknietych podprzestrzeni .#, .4 C 5 i dowolnego ¢ € 5
mamy

Pyoyy = lim Any,
n—oo
gdzie (An)nen jest ciagiem operatorow

(P#,PyPy,PyPyPy,PyPyPyPy, .. .).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

Jest jasne, ze . N ./ jest domknieta podprzestrzenia. Wezmy dowolne 1, p € 7.
Wtedy dla m, n € N mamy

(Am¥|Anyp) = <¢‘Am+n—>\(m,n)50>v

gdzie
1 min maje te sama parzystosc

A(m,n) = {

Teraz ustalmy v € 7. Wtedy dla dowolnych m,n e N

0 min maja rozne parzystosci

1AmY — Ant||? = (Am¥ — Antp|Amtp — Ant)
= (Am|Am) — (Am¥|Any) — (An|Amy) + (A |Any)
w‘AZm 11/} <¢‘Am+n A(m,n 7/)>+ @Z)‘AZn 17/)>
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

Zauwazmy tez, ze liczba m + n — A\(m, n) jest zawsze nieparzysta, a dokladniej
m+n—A(m,n) =2k — 1, gdzie

. J™5%  minmaje te sama parzystosc.
mitl  m i n maja rozne parzystosci

Innymi stowy ktadac up, = (¢|Agp_19) otrzymujemy ||Antp — Anh||? = Um — 2Uc + Un,
(przy k zdefiniowanym tak jak wyzej).

Tak wiec, aby zobaczy¢, ze (AnY)nen jest ciagiem Cauchy’ego wystarczy przekonac
sie, ze ciag skalarow (un)nen jest zbiezny. Tak jest, gdyz u, > O dla wszystkich n i

Un+1 = (V] Azni19) = [|Ana19l” = [PARy|?,

gdzie P jest jednym z rzutéw P, lub P 4.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

W obu przypadkach P =P , i P = Py mamy

Un+1 = HPAanz < HAni/)”z = <¢‘A2n—l¢> = Un

czyli ciag (un)nen jest nierosnacy.

Niech Qv oznacza granice ciagu (Any)nen. Odwzorowanie ¢ — Qv jest liniowe,
a poniewaz ||An|| < 1 dla wszystkich n, jest ono réwniez ograniczone, czyli Q €
B(2#). Wykazemy, ze Q jest rzutem ortogonalnym na .# N .4".

Dla dowolnych ¢,y €  skalary (Any|Any) = (¥|Aan—1p) zbiegaja z jednej strony
do (Qv|Qy) = (¢¥|Q1Qy), a z drugiej do (1)|Qy). Oznacza to, ze

(¥]|0'@p) = wige), w0,

a stad Q'Q = Q. Wynika stad, ze Q jest samosprzezony i Q% = Q.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

DowoD

Tak wiec Q jest rzutem ortogonalnym na pewna podprzestrzen . C 5. Mamy
MNN C L, gdyz Ané = € dla dowolnego & € .# N4V . Z drugiej strony, jesli ¢ € .Z,
to tozsamosci

An n jest nieparzyste

An+1 njest parzyste
implikuja
Pyt =PyQ¢ =Py lim Ay = lim PyAn) = lim Andp = Qv =),

a wiec ¢ € .. Tak samo pokazujemy, ze P 41 =1, tj. v € A, Ol
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE 1 RZUTY

Niech .# i ./ beda domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta 7.
Wowcezas rzut Q = P 4 4 mozna wyrazi¢ takze na nastepujace sposoby:

Qv = lim Bp = lim Cptp = lim Dpyp, ¢ € A,
n—oo n—oo n—oo
gdzie (Bp)nen jest ciagiem

(Py,PyPy,PyPyPy PyPyPyPy, . . ),

Chn=(PyPy)", Dn=(PyPy)", neN.

Istotnie, ciagi (Cn)nen i (Dn)nen sa podciagami ciagu (An)nen, a ciag (Bn)nen jest
ciagiem powstalym w identyczny sposob, co (An)nen Przy zamienionych
podprzestrzeniach .# i 4.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi.

@ Algebraicznym iloczynem tensorowym V i W nazywamy przestrzen V ®,,W
wraz z dwuliniowym odwzorowaniem ®: V x W — V ®,,W taka, ze dla kazdej
przestrzeni wektorowej Z i kazdego dwuliniowego odwzorowania F: V x W — Z
istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe f: V ®,,W — Z takie, ze
diagram

V ox W F Z

of 57

V @4 W

jest przemienny.
@ Iloczyn tensorowy istnieje i jest jedyny z dokltadnoscia do izomorfizmu.

@ Wartos¢ odwzorowania ®@: V x W — V ®,,W na elemencie (v, w) € V x W
oznaczamy symbolem v ® w i nazywamy tensorem prostym.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na J# ®,,.% taki, ze

(1 @ 1|2 ® P2) = (@1]p2){¥1|1h2), ©1,92 € I, P1ipg € K .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Jedynosc iloczynu skalarnego spelniajacy warunek z twierdzenia jest oczywista,
gdyz tensory proste rozpinaja przestrzen ¢ Q.. % .

Dla dowodu istnienia ustalmy ¢; € ¢ i ¢ € #. Odwzorowanie
X A D (p2,P2) — (p1lp2)(Y1]2) € C

jest dwuliniowe, a wiec istnieje jedyny funkcjonat liniowy @, ,,, na J ®,,. % taki,

ze
Do w1 (P2 ® P2) = (p1]w2)(Y1]v¥2), o € A, g € X .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Teraz niech & bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich antyliniowych funkcjon-
alow na 7 ®,,.#". Wtedy funkcja ¢, ., zdefiniowana wzorem

(I)<P1’¢1(§) = q)sﬂlﬂh(f)v § € I Qug X
jest elementem & dla kazdej pary (¢1,1). Co wiecej odwzorowanie
H X H D ((101’1;[)1) I~ (I)whwl €&
jest dwuliniowe. Wynika stad, ze istnieje jedyne liniowe =: J¢ ®,,% — & takie, ze

E(e1,%1) = Poy 410 p1 €, P € X.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

WykazaliSmy, ze dla dowolnych ¢1, 2 € 57 191,19 € % mamy

(E(p1 ® 1)) (w2 @ ¥2) = Py, 4, (P2 @ ¥2) = {p1]p2) (W1 |¥a) = (w2 |e1)(Wa|¥1).

Mozemy wiec zdefiniowac iloczyn skalarny na J# ®.,. % :

Elny = (BO)m),  &n€EH QugX.

Na mocy tej definicji wyrazenie (¢|n) jest liniowe wzgledem 7).

P.M. SotTaN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 16 /19



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

N M
Niech ¢ = ) ¢l ® €2 oraz = )} ® 7. Wtedy
i=1 j=1

Mz

(€lm) = BE)m) = (:(

N

5®£2>><Zm®nj) 22551@952 nt ©n?)
(o >ZZ<& 7).

7 ><£i2
1 i=1 j=1

co w szczegolnosci pokazuje, ze ({1 ® 11/ ® n2) = (£1/&2)(n1|n2)-

i=1

S

RN

i=1j
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Z powyzszego rachunku wynika takze, ze

(nl¢) = ;;@ e (n? f?>=§§;<€3 (&) = €

dla dowolnych £, € H ®.e % .

N
Wreszcie jesli ¢ = Y ¢! ® €2 jest niezerowym elementem 7 ®,, %, to stosujac
i=1
ortogonalizacje Grama-Schmidta mozemy spowodowac, ze £2,...,£2% sa ortonor-
malne i wtedy

N
(€le) = Z 1€t 1” > 0.

Tym samym pokazaliSmy, ze (£,7) 5\77 jest iloczynem skalarnym na % Qg
H . O
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DEFINICJA

Niech .7 i .# beda przestrzeniami Hilberta. Iloczynem tensorowym 7 i %
nazywamy uzupelnienie przestrzeni /¢ ®,,.# w normie pochodzacej od iloczynu
skalarnego opisanego w powyzszym twierdzeniu. Przestrzen te oznaczamy
symbolem 7 ® £ .

UWAGA

Niech ¢ € 77, n € #. Wowczas

€ @0l = ¢ @nlE@n) = [I€% ],

czyli ||€¢ @ || = ||€]/||n]|. Norma na (algebraicznym) iloczynie tensorowym
przestrzeni z norma, ktéra ma te wlasnos¢ nazywa sie¢ norma krzyzowa. Innymi
slowy naturalna norma na iloczynie tensorowym przestrzeni Hilberta jest norma
krzyzowa.
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