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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

UWAGA

Niech 7 bedzie skonczenie wymiarowa i wybierzmy baze ortonormalna
{e1,...,eq} przestrzeni ./#. Rozwazmy algebraiczny iloczyn tensorowy ¢ @, % .
stosujac ortogonalizacja Grama-Schmidta wzgledem pierwszej nogi iloczynu
d

tensorowego mozemy dowolny element J# ® % zapisa¢ w formie ) e; ® {; dla

i=1
pewnych &1, ...,&q € . Wynika stad natychmiast, ze przestrzen /¢ ®,,. % jest
izomorficzna z suma prosta % @ --- @ % (d kopii) poprzez operator unitarny

d &1
Y e®ti— []
i=1

&a

(nietrudno sprawdzis, ze Jodwzorowanie to jest izometryczne dla norm
pochodzacych od iloczynoéw skalarnych na 7 @, ¢ i # @ --- @ X'). Zauwazmy,
ze ta przestrzen 7 @ --- @ J jest zupela, a wiec JZ ®,,% jest automatycznie
przestrzenia Hilberta: J7 ®,, % = 7 ® % .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

STWIERDZENIE

Niech {¢;}icr i {¢j}jes beda bazami ortonormalnymi przestrzeni Hilberta 77 i 7.
Wowczas uktad {p; @ ¥} (i jierx jest baza ortonormalna 7 @ % .

DowoD

Uktad {p: ® ¥} i jierxg> @ do span{p; @ ¢ | i € I, j € J} naleza wszystkie tensory
proste postaci £ ® ), gdzie £ € span{y; |i € I}, an € span{y;|j € J}. Jesli £ € 7 i

n € X, to istnieja ciagi ({n)nen 1 (Mn)neny W span{¢; | i € I} oraz span{y;|j € J} takie,
ze &n — Einn — Dalej, na mocy ciagltosci normy mamy

||fn®77n_§®77”2: (n®mn —E@NEn®nn —E® M)
= ||€n ® 77nH2 —2Re <€n @ nn\é ® 77> + ||£ ® 77H2
= 16nll2mnll? — 2Re (€l€)(rnlm) + IEI2IInI2 ——> 0.

Stad J @ C span{p; @ Y;|i €1, j€ J}. O
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKLAD

Niech (2, 1) i (A, v) beda o-skonczonymi przestrzeniami z miara i rozwazmy
¢ € La(, p) oraz ¢ € Ly(A,v). Wowcezas na mocy twierdzenia Fubiniego funkcja

QO x A3 (x,y) — p(x)(y) € C

jest calkowalna z kwadratem wzgledem miary produktowej 4 ® v na Q x A.
Funkcje (x,y) — ¢(x)¥(y) nazywamy iloczynem tensorowym funkcji ¢ i ¢, a
oznaczamy symbolem ¢ ® 1. Odwzorowanie (¢, 1) — ¢ ® ¥ jest dwuliniowe
La(€2, 1) x La(A,v) — La(2 X A, p ® v), a wiec wyznacza operator liniowy

Lo (€2, 1) ®@agla(A,v) = La(2 x A, p ® v). W nastepnym twierdzeniu pokazemy, ze
przy jednym dodatkowym zalozeniu operator ten jest unitarny.

P.M. SotTaAN (KMMF) SEMESTR LETNI 2025/2026 4/18



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

LEMAT

@ Niech {&;}ier i {ni}icr beda bazami ortonormalnymi przestrzeni Hilberta .77 i
. Wowczas istnieje doktadnie jeden operator unitarny U € B(.7, %) taki,
ze U¢; = n; dla wszystkich i.

© Niech {¢;}icr bedzie baza ortonormalna przestrzeni Hilberta 7 i niech
Up: span{{i|i€ I} — % bedzie odwzorowaniem liniowym w przestrzen
Hilberta takim, ze uklad {Uy¢; | i € I} jest baza ortonormalna .#". Wowczas Uy
rozszerza si¢ jednoznacznie do operatora unitarnego ¢ — 7 .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowOD.

Ad @. Najpierw definiujemy Uy na span{¢;|i € I} ktadac Up¢; = 7;. Operator ten
jest izometryczny, a wiec rozszerza sie jednoznacznie do izometrii U: ¢ — ',
ktéra ma gesty obraz (bo zawiera on span{n; | i € I}). Ale obraz izometrii jest
zawsze domkniety, wiec U jest operatorem unitarnym Ad @. Dla dowolnego

¢ € span{¢; | i € I} zapisanego w postaci £ = Z A"¢; dla pewnego podukiadu
n=1
{&,, - -+, &, uktadu {&i}ier mamy

N
Z A”Uo&n = > AP =ig)?,
n=1

a wiec Uy jest odwzorowaniem izometrycznym. Stad Uy rozszerza si¢
jednoznacznie do izometrii U: ¢ — ', ktora jest surjekcja, gdyz ma gesty
obraz. ]

|Uo€||? =
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech (2, 1) i (A, v) beda o-skonnczonymi przestrzeniami z miara takimi, ze
przestrzenie Hilberta Ly(2, 1) i L2(A, v) sa osrodkowe. Wowczas istnieje
odwzorowanie liniowe

I—Z(Qa /’L) ®alg|—2(A7 V) — LQ(Q X A,/.L ® V)
przeprowadzajace kazdy tensor prosty { ® n € La(€2, 1) ®ael2(A, ) na funkcje
Qx A>3 (x,y) — &(x)n(y) € C.

Odwzorowanie to rozszerza si¢ do operatora unitarnego
L2(Qvu) ® L2(A’ V) — LZ(Q X Avu ® V)'
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Niech ¢ € Lo(Q2, 1) i g € Lo(A,v). Para (£, n) wyznacza klase T(&, n) mierzalnej funkcji
2 x A — C (wzgledem relacji rownosci prawie wszedzie) wzorem

T n)(x,y) =E0)ny),  (6y) € QxA.

Z twierdzenia Fubiniego natychmiast wynika, ze T({,n) jest klasa funkcji catko-
walnej z kwadratem wzgledem miary produktowej ;o ® v na €2 x A i jest oczywiste,
ze odwzorowanie

Lo (€, ) x La(Asv) 3 (&) — T(&,n) € (@ x A, p@v)
jest dwuliniowe. Tak wiec istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe
Uo: La(, pt) ®agla(A,v) — La(2x A, p®@v)

takie, ze Up({ @ n) = T(§,n) dla wszystkich € € La(Q, 1) i n € La(A,v).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Rozwazmy = € Ly(Q, 1) ®udo(A, v). Wtedy (stosujac ortognalizacje Grama-Schmidta
do pierwszej nogi =) mozemy zapisac

M
= Z Vie @ Phes
k=1

gdzie {vi,...,7m} sa ortonormalne. Wtedy

(1]

M 9 M 0 M
IUoEII5 = / Y Iee(W)]” dp ® v)(x, y) = Z/{pk(yﬂ dv(y) = > llexll3 = I3,
k=1

axA k=1 LN

a wiec Uy jest odwzorowaniem izometrycznym. Oznacza to, ze Uy rozszerza
sie jednoznacznie do operatora ograniczonego (izometrii) z przestrzeni Hilberta
La(92, 1) @ La(A,v) w Le (2 X A, p @ v).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Teraz niech {¢;}ien 1 {¢i}iey beda bazami ortonormalnymi Ly(Q2, ) i La(A,v). Z
twierdzenia Fubiniego natychmiast wnioskujemy, ze funkcje

Uo(di @ ¢j): Q@ x A3 (x,y) — ¢i(x)¢(y) € C,  LjeN

tworza uklad ortonormalny w L»(Q2 x A, u ® v). Wykazemy, ze element przestrzeni
La(Q2 x A, p®v), ktory jest ortogonalny do wszystkich tych funkcji musi by¢ zerem,
a wiec funkcje te tworza baze ortonormalna przestrzeni Ly(2 X A, p ® v).

Wezmy wiec 6 € Lo(Q x A, u ® v) taka, ze

/ 006 )oe(x)5(y) A © ) (x, y) = O

QxA

dla wszystkich i i j.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Zauwazmy, ze skoro |9|2 jest catkowalna na 2 x A, na mocy twierdzenia Fubiniego,
funkcja 6(-,y): 2 5 x — 0(x, y) nalezy do Ly(Q2, 1) dla prawie wszystkich y € A.

Co wiecej, iloczyn skalarny 6(-,y) z dowolna funkcja & € Ly(Q, ) jest (prawie
wszedzie zdefiniowana) funkcja catlkowalna z kwadratem, gdyz

J16c.w1oP i) < [loc.wlZleBarw) = [ 167 s vl = Io31€I3:
A A

QxA

Dalej rachunek
0= /</9()va¢l(x) d,U«(X)>¢j(y) dv(y) = / <9('7U)‘¢i>¢j(y) dv(y)
A Q o

pokazuje, ze dla kazdego i element y — (6(-, y)|¢;) przestrzeni Ly(A,v) jest ortogo-
nalny do v; dla wszystkich j.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Innymi stowy funkcja y — (6(-, y)|¢;) jest réwna zero na A \ A; dla pewnego zbioru
A; C A miary zero.

o0
W konsekwencji, dla y € A\ ( U Ai> funkcja 6(-, y) jest rowna zero prawie wszedzie
i—1

i=
na,astad 0 =0wLy(Q2 x A, p®@v).

Na mocy punktu @ lematu odwzorowanie Uy (obciete do La(, i) ®uela(A,v)) roz-
szerza sie jednoznacznie do operatora unitarnego

U: L(Q,p) @L(Av) — L(Qx, A pev).

Ale z pierwszej czesci dowodu wiemy, ze operator Uy rozszerza si¢ jednoznacznie
do operatora ograniczonego pomiedzy tymi przestrzeniami, a zatem oba rozsz-
erzenia sg identyczne. ]
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PRZYKLAD

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta, a I zbiorem. Rozwazmy iloczyn tensorowy
przestrzeni Hilberta /5 (I) ® .7 i niech {J;}icr bedzie baza standardowa ¢, (I). Dalej
niech {wj}j@ bedzie baza ortonormalna 7. Mamy wowczas naturalna bijekcje
pomiedzy bazami ortonormalnymi {0; ® v} jierxg przestrzeni lo(I) ® 7 i baza
ortonormalna | |{¢j}jcs = U{i} x {¢j}jcs przestrzeni @ 7. Tak wiec istnieje

I i€l I

operator unitarny /o (I) ® # — @ s przeprowadzajacy jedna baze na druga. W
I
szczegolnosci lo(I) @ A = P .
T

UWAGA

Nietrudno sie przekonac, ze jesli 57, % i £ sa przestrzeniami Hilberta, to jedyny
operator U: (# @ ¥ ) Q¥ — H @ (K ®Z) przeprowadzajacy dowolny tensor
postaci ({ ®7) ® f na £ ® (n ® #) jest unitarny. Korzystajac z tego mozemy
utozsamic te przestrzenie i oznaczac obie symbolem 7 ® % ® .Z.




OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta.
@ Rozwazmy odwzorowanie x € B(J¢ ® J¢) takie, ze

x(E®n) =n®¢

dla wszystkich &,n € 2.

@ x jest operatorem unitarnym i x? = 1, a wiec operator ten ma tylko dwie
wartosci wlasne +1 1 —1.

@ Niech
H @ H ={E€c A QAN |XE=E} oraz H @, ={E€cHH|xE=-E}

@ W R, 1 ®,7 sa domknietymi podprzestrzeniami 7 @ . Latwo tez
zauwazycC, ze sg ortogonalne (jesli = € 7 @, i1l € H ®,7¢, to
(E[L) = XEXI) = (| —1I) = —(Z[1)).

P.M. SotTaAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 14 /18



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Rzut ortogonalny na 77 ®,.7 nazywamy symetryzatorem i oznaczamy
symbolem Sym, a rzut na .# ®,# nazywamy antysymetryzatorem i
oznaczamy Alt

@ Mamy
Symez = %(:%—X:) _
el e EeH Qi
AltZ = 5(E -xE8)
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Operator x definiuje dziatanie grupy So na 7 ® 7.
@ Analogicznie definiujemy dzialanie grupy S, na #®" = # @ --- @ H:
N—

n czynnikow
T (P1®  ®pn) = Pr11) @ B Pr-1(n), P1,---,pn € I, TE Sy

@ Rozszerzamy pojecie symetryzatora i antysymetryzatora:

SymE=L ¥ 7=

mESn , EeH A
AltE =L 3 sgn(m)r-

TESH

[1]

i definiujemy %" oraz /" jako obrazy rzutéw Sym i Alf.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA

e Jest jasne, ze dzialanie S, na " jest trywialne, a na J#®" kazda 7 € S,
dziata przez mnozenie przez skalar sgn(mw).

e Tak jak w przypadku n = 2, podprzestrzenie J#%s" i J#%" g3 ortogonalne
oraz mamy %" @ G = @ A .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKLAD

Mamy naturalne utozsamienie Ly(R) @ - - - ® Ly(R) = Ly(R?) przeprowadzajace

d Ij;zy
kazdy tensor prosty ¥ ® - - - ® ¥4 na funkcje

RY 5 x — ¢1(x1) -+ - pa(xa) € C.

Nietrudno sie przekonagc, ze przy tym utozsamieniu podprzestrzen Ly(R)®s"
odpowiada przestrzeni tych ¥ € L,(R?), dla ktérych

U (Xn(1)s - -+ X)) = (X0, - -5 Xa)

dla wszystkich 7 € S; i prawie wszystkich x € R%. Z kolei L(R)®2" staje sie
przestrzenia tych ® € L,(R9), ktére spetiaja

D (Xr(1), -5 Xr(a)) = sgn(m)@(x, ..., Xq)
dla wszystkich 7 € S, i prawie wszystkich x € R4,
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