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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

LEMAT

Niech f € L;([—=, n]) bedzie taka, ze dla dowolnego podprzedziatu [a, b] C [—, 7]

b
mamy [ f(t)dt = 0. Wowczas f = 0.
a

UWAGA

Analogiczne stwierdzenie z Ly([—7, 7]) w miejscu L, ([—m, 7]) jest oczywiste w
swietle tego, ze Ly([—, 7]) ma baze ktorej elementami sa kombinacje liniowe
funkcji charakterystycznych przedzialow.




SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowOD LEMATU

Jesli funkcja f ma calke zero po kazdym [a, b] C [, 7], to jest tak rowniez dla
f. Oznacza to, ze wystarczy udowodnié¢ lemat dla funkcji f o wartosciach rzeczy-
wistych.

Polézmy E = {t € [-m, 7] |f(t) > 0}. Jak kazdy mierzalny podzbiér [—,] zbiér E
mozemy zapisa¢ w postaci E = G\ N, gdzie N jest miary zero, a G jest typu Gs,
tj. jest przecieciem przeliczalnej rodziny zbiorow otwartych:

G= ﬁ Un.
n=1

Z kolei kazdy U, jest co najwyzej przeliczalna suma przedzialow otwartych:
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowOD LEMATU

Wynika stad, ze dla kazdego n

/f dt—/Zlanbn dt—Z/f

i w konsekwencji

[rwae= [rod= [16@r©de= 1w [ 10,@r0d=0
E G - —r
(bo 1y, f — 15 f punktowo i dla wszystkich n mamy |1y, f| < | f)).

WykazaliSmy, ze czesS¢ dodatnia f jest rowna zero prawie wszedzie. Analogicznie
pokazujemy, ze czeSC ujemna f jest rowna zero prawie wszedzie, a wiec f = 0. [J
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

TWIERDZENIE

Operator Ly ([—7,7]) 2 g — g € co(Z) jest injektywny.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowoOD

Wezmy dowolna g € L;([—7, 7]) i pot6zmy

X

G(x):/g(t)dt, x € [, 7]

—Tr

Wtedy funkcja G jest ciagla, gdyz jesli (xn)nen zbiega do x w [—, 7], to ciag funkcji
charakterystycznych (1[,,“ Xn]) neN zbiega punktowo do 1_, , awiec gl|_r .| —
g1_,  punktowo i mozemy zastosowac twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowane;j.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowoOD

Ponadto dla kazdego n € Z mamy

\/ﬂ/ e "G(x dx—r/ _mx</g dt) \/;7//6_‘"" t)dt dx,
T

gdzie T = {(x,t)| —r <t < x < 7}.
Zamieniajac kolejnos¢ calkowania otrzymujemy

\/ﬂ// e g dxdt_r/</ _i”"dx>g(t)dt.

-7t t

P.M. SotTaN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 7/39



DowoD

Dla n # O ostatni wzor daje

G(n) = = [ £((- 1" = e )g()at = (- 1)"9(0) - G(n).

Przypuscmy teraz, ze g = 0. Wowczas wszystkie wspétczynniki Fouriera G oprocz

G(0) sa réowne zero. Funkcja G jest ciagla, a wiec calkowalna z kwadratem, co

pokazuje, ze G jest stata (a nawet rowna zero, bo G(—x) = 0). Tak wiec dla
b

dowolnego [a,b] C [—m,n] mamy [ g(t)dt = G(b) — G(a) = 0. Na mocy lematu,
a

g=0wL([-m,7x]). O
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

WNIOSEK

Niech g € Ly ([, n]) bedzie taka, ze |§(n)]2 < +oo. Wowezas g € Ly([—7, 7).
nez

DowoOD

Mamy przemienny diagram

Li([—m, 7)) —2—+ co(2)

J s

Lo([=m, 7)) ————£a(2)

w ktorym pionowe strzalki sa naturalnymi wlozeniami. Skoro dolna pozioma
strzatka jest izomorfizmem, teza wynika natychmiast z injektywnos¢ gorne;j
poziomej strzalki. O
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

[WIERDZENIE

Niech f, g € L;(T). Wtedy dla prawie kazdego z € T funkcja T > ¢ — f(z¢1)g(¢)
nalezy do L;(T), a funkcja

[ g T3z /f<z<1>g<<> dm(¢) € C
T

takze nalezy do Ly (T) przy czym || f + g|, < | fl1llgll:-
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

|

DowoD

Zdefiniujmy H(z,() = } f(z¢YHg(¢ )‘ Wtedy H jest nieujemna funkcja mierzalna
na T x T i dzieki niezmienniczosci miary Lebesgue’a na T wzgledem przesuniec

otrzymujemy
[ ([ #@.0 am@) am(@) = 111 lglh-
T T

Tak wiec na mocy twierdzenia Fubiniego

[ ([ #z.0am(@)) am(@) = 1l lgl < +.
T T

Wynika stad, ze dla prawie wszystkich z funkcja ¢ — f(z("1)g(¢) nalezy do L;(T) i

w konsekwencji wielkose (f * g)(z) jest dobrze zdefiniowana dla prawie

wszystkich z. Co wiecej fxge Li(T)i|f*xglh < [ Hdmem)=|f|1lgl:- O
TxT
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

STWIERDZENIE

Operacja

Li(T) x Li(T) > (f,g) = f g € Li(T)

jest przemienna, taczna i dwuliniowa.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

Przypomnijmy, ze miara Lebesgue’a na T jest niezmiennicza wzgledem operacji
T>zw— z ! €T, . jesli h € Li(T), to funkcja z+— h(z~!) takze nalezy do L;(T) i

/ h(z-1) dm(z) = / ),

T T
Teraz korzystajac z tego oraz z niezmienniczoSci m na prawe przesuniecia i
przemiennosci mnozenia w T obliczamy

(g+f)(2) = / g(ze)F() dm(c) = / g(z(¢z) ) (C2)dm(Q)

- / g(¢Vf(Cz)dm(C) = / gOf (z¢ ) dm(¢)

T T
_ / f(2("Hg(Q)dm(¢) = (f * g)(2)
T
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowoD

Dla dowodu tacznosci splotu skorzystamy z tacznosci mnozenia w T, niezmien-
niczosci m na przesuniecia i twierdzenia Fubiniego: niech f, g, h € L;(T). Wtedy

(f * (g h))(2) = /fz< g+ h)(¢) dm(Q) /f(ZC (/QCTI dm(v))tim(C)

_ / ( / f(z(‘l)g(g"y‘l)dm(()) y)dm(y) = / ( /f (¢! vy 1)d (C))h(v)dm(v)

/ ( / flzy ¢ g(C) dmi¢ ))h(v)dm(v)= / (f * 9)(zr"h(y) dm(y) = ((f *g) * h) (2).
T

W konicu dwuliniowosé f x g wzgledem f i g jest jasna z definicji splotu. O
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

TWIERDZENIE

— o~
~

Dla f,g € L1(T) i dowolnego n € Z mamy f x g(n) = f(n)g(n).

DowoOD

Ponownie korzystamy z niezmienniczosci miary Lebesgue’a na przesuniecia i
twierdzenia Fubiniego:

From = [2 (g @dme) = [ z*”( [ a0 dm(<>) dm(z)
T

T T

(7 e am@) ) amiz) = [ ([ ¢ e g0 dmio) ) dm(z)

T T T T

([ et e hatoam@) ) amie) = [ ([ e dm) )¢ o) dmio)
T T T T

~

= T/ (@) "z dm(2) ) T/ ¢ "g(6) dm(©) ) =F(mg(r). .
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

e Algebra Banacha nazywamy przestrzen Banacha (A, || - ||) wyposazona w
dwuliniowe laczne mnozenie (a, b) — ab takie, Ze

labl| < |lal[[[bl|,  a,beA.

Powyzej pokazaliSmy, ze operacja splotu definiuje na L;(T) strukture
przemiennej algebry Banacha. Zauwazmy, Ze algebra ta nie ma jedynki.

@ Przestrzen co(Z) takze jest przemienna algebra Banacha wzgledem operacji
punktowego mnozenia ciagow.

@ Ostatnie twierdzenie mowi, ze
Li(T) > f — f € co(2)

jest homomorfizmem algebr Banacha.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

@ Przypomnijmy wyrazenie na jadro Dirichleta:

21;!;—1 X € 217

STWIERDZENIE

Mamy f‘DN |dT—>+oo
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Skoro sinx < x dla x > 0, mamy

™ ™ . N l ™ N
/}DN )|dr =2 /’DN(T)‘dT:}r/ Sm(.( ‘TLT) dTZ,%/ sin (N + 5)7) dr.
Sin (QT) T
—T (0] 0 0
Teraz dzielimy [0,7] na 2N + 1 przedzialéw (5 (3;\;31”] (n = 0,...,2N). Na
kazdym takim przedziale czynnik ; jest wiekszy niz Z¥1-. a wiec
(n+1)m (n+1)m
2N+1 2N+1
/|DN ‘d7>22 / [sin(@N+2)7)] 4 >2(2N+1 Zn+1 / sin((N + ))‘d

nOrwr
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Dalej zauwazmy, ze

(nt-D)m o
2NFI INFI
/ |sin((N + 3)7) |dr = / sin((N + 3)7) dr,
211\1111 0
a stad
T 2N 2N7r+1
/ |Dy(7)|dr > 2C%ED 5~ 1 / sin((N + 4)7) dr
s n=0
2N . 3 2N
2(2N+1 1 1 : 4 1
=225 e (N 3) /Smede:?ZnH’
n=0 0 n=0

ktora to wielkosc dazy do +oco gdy N — oo.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

LEMAT

Dla kazdego N € N istnieje fy € C([—n,n]) taka, ze fy(—7) = fn(7), || fvljleo =11

/DN(T)fN(T) dr > é/‘DN(T” dr.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

_ SrReorFouRERA
Podzielmy przedzial [—=, 7] na podprzedzialy, na ktérych Dy ma staly znak:

N—1
. _ | _ .. _ Nrm _N(n+l)m nr I
[=m, 7] = [ T N+%} = (U [ N+1 ’N+;D U[ N+%’N+%]

n=1

N—1 ( )
nm ni+1)m Nn
= <U1 [N+%’ N+3 D Y {N%’ﬂ
n—=

Nastepnie ustalmy ¢ € ]0, SNTT [ i rozwazmy funkcje g. zdefiniowana oddzielnie dla

kazdego [a, b] z powyZszej sumy:

sgn(Dn(%2))e H(x—a) x€la,a+¢]
g-(x) = { sgn(Dn(%52)) xela+eb—¢.
sgn(Dn(%2))e " (b—x) x€]b—¢,b]
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

- 2200000000 wsvemm|
Funkcja g. jest ciagla i spelia ||g:||~c = 1 oraz g.(—m) = g-(m) = 0. Ponadto na
mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej

/DN(T)gg(T) dr — /lDN(T)‘ dr.
e\0
Definiujemy fy jako taka funkcje g., dla ktorej

/DN(T)gg(T) dr > %/}DN(T)‘ dr.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Istnieje funkcja f € C([—, 7)) taka, ze f(—n) = f(n), dla ktérej ciag (sn(f,0))
jest rozbiezny.

NeN
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Niech X bedzie podprzestrzenia C([—m,7]) skladajaca sie z funkcji o réwnych
wartosciach na koncach przedzialu. Jest jasne, ze X jest domknieta pod-
przestrzenia C([—m,n]), a wiec X jest przestrzenia Banacha. Dla kazdego N € N
niech Oy bedzie funkcjonatem

X5 g /DN(T)g(T) dreC.

Jest jasne, ze Oy jest ciagly: |On(g)| < (f |Dn(7)] dT) 9llo0 (g € X) i mamy Oy(g) =
sn(g, 0) dla kazdej funkcji g € X i kazdego N € N.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Jesli dla kazdej f € X ciag (sn(f,0))y.y bylby zbiezny, to — w szczegélnosci —
rodzina funkcjonatéw {O,} ey miataby te wlasnosé, ze zbior

{en(f)|N e N}
bylby ograniczony dla kazdej f € X. Wowczas na mocy twierdzenia Banacha-

Steinhausa istniataby stala C > O taka, ze ||Oy| < C dla wszystkich N. Jednak
udowodniony wczesSniej lemat mowi, ze

lonll > ;/\DN(T)y A
N—oo

—T
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

[WIERDZENIE CARLESONA-HUNTA

Niech p € |1, +o0] i niech f € L,([—=, 7]). Wowczas

sN(fv t) mf(t)

dla prawie wszystkich t € [—m, 7].

Dla p = 2 stosunkowo latwo uzyskaliSmy wynik, ze powyzsza zbieznosc zachodzi
dla pewnego podciagu ciagu (on(f,-)) yen-




SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

o Dla f & Ly([-m.a]) mamy su(f.6) = 75 3 Flme.

L POlézmy O-N(fv t) = ﬁ(SO(fa t) +ooet SN(fa t))
@ Jesli dla danego t € [—m, 7] istnieje A}im sn(f, t), to oczywiscie istnieje tez
—00

lim on(f,t) i granice te sa sobie rowne.
N—oo

@ Mamy
N
on(fit) = g1 D sk(ft) = FZ Zf el
K=0 K=0n=-—

(W podwdjnej sumie po prawej stronie wyraz f (0)e°! pojawia sie N + 1 razy,

wyrazy f(1)ellt i f(—1)ei-Dt wystepuja N razy itd. az do f(N)eiM oraz
J(—=N)el=Nt ktére pojawiaja sie tylko raz).
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SZEREGI FOURIERA

@ Stad

N+1— |n| int
’ - zﬂ T NF1 -

i w konsekwencji

N
0= g 3 MRt / e "f(r)dre /KNH r)dn

n=—N

gdzie
N

1 N+1—-|n| inx
KN(X) =51 Tl" s x € R.

n=—N

@ Funkcje Ky nazywamy jadrem Fejéra.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

LEMAT

Dla x ¢ 277 mamy

2

i (N+1
Kn () 1 1 sm' IE x)

_ b 2
2r N+ 1 si (%x ’

natomiast Ky(x) = %t dla x € 27Z.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

N

2
Rozwazmy wyrazenie (Z ei(”_g)x> . Mamy
n=0

< N () 2 N N
Z ei n—g x) _ Z ei(m—&-n—N)x _ e—iNx Z ei(m—i—n)x_

n=0 m,n=0 m,n=0

Teraz pogrupujmy wyrazy, w ktorych m+ n = k i zsumujmy po k. WielkoS¢ m+n
ma wartosci od O do 2N i kazde k = m + n wystepuje N + 1 — |k — N| razy. Stad

N 2 2N 2N
<Z ei(né“)X> =e ™Y (N+1— k- N|)e*™ =" (N +1 - |k — N|)elk=x,
n=0 k=0 k=0
Wreszcie zamieniajac sumowanie po k € {0,...,2N} na sumowaniepon=k—-N €
{=N,...,N} otrzymujemy
N 2 N
<Z ei(nﬁ)X> = > (N+1-|n))e"™.
n=0 n=—N
P.M. SOLTAN (KMMF) MHS
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DowoD

N+41—n| elnx
N+1

N
W swietle wzoru Ky(x) = 5~ > dostajemy

N

1 1 (N ) 1 N
K(x) = 27TN+1<Z el(n_z)x> 27TN+ 1 ( _IQXZ %) >
1 1 1o\ T e*igx _elBrx\?
‘mm(e 2 1—e> TN+ 1 ( I e )
11 (e_iN;lx — eiN;lX>2 11 (sin (?x))z
T 2rN+1 e—iix _ oilx T 2rN+1 sin (1x
dla dowolnego x € R\ 27Z. Wartos¢ Ky(x) dla x € 27Z obliczamy bezposrednio ze

NooNg1
wzoru Ky(x) = = > -le ] ginx O
N

27 N+1
n=—
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

o KN > 0.
e Ky jest funkcja parzysta (w szczegélnosci Ky definiuje funkcje na T).

STWIERDZENIE

Q@ [ Kn(r)dr =1 dla wszystkich N,

© dla dowolnej 6 > O ciag (Ky)nen dazy jednostajnie do O na [—m, —d] U [d, 7].
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Ad @ Mamy

/KN )dr = 27r NJIrvlJrllm endr =1
(niezerowa jest tylko catka dla n = 0, inny dowéd: [ Ky(7)dr = on(1,0) = 1).

Ad @ Dla x € [—, 7] takiego, ze |x| > § mamy (sin(%x))2 > (sm(ié)) Stad

. +1 2 2 2
AR ) U U R
N 2r N+ 1\ sin (%x “ 27N+ 1 \ sin (%X) ~ 27N+ 1 \sin (%5) '

Wynika stad, ze Ky(x) = 0 jednostajnie na [—m, —d0] U [4, 7. O
— 00
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE FEJERA

Niech f € C([—m,n]) spelnia f(—7) = f(7). Wéwczas aproksymacje t — on(f, t)
zbiegaja do f jednostajnie, gdy N — oo.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

DowoD

Skoro f jest ciagla i f(—) = f(r), mozemy ja rozszerzy¢ do okresowej funkcjif na
R. Zauwazmy, ze funkcja f jest jednostajnie ciagla.

Wiemy, ze on(f, t) f Kn(t — 7)f(7)dr, a wiec dla kazdego N e Ni t € [—7, 7]

lon(f, t) |‘/KNt—T ‘ ‘/KNt—T dT—/KNt—T

/KN t—7)|f(r) = f(t)|dr

- ‘/KN(t—T)(f( )~ £(t) dr| <
o trr

_/KN(t—T)}]‘ ]dT—/KN )| F(t—s)—F(t)] ds.
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Funkcja pod ostatnia calka jest okresowa, wiec mozemy przesunacC przedziat
calkowania nie zmieniajac wartosci calki. Stad

jon(f.6) - / Rn(s)|F(t - )~ F () ds.

Dalej dla 6 € ]|0,7[ mozemy przepisa¢ prawa strone ostatniego rownania w
nastepujacy sposob:

s )
/ Kn(s)|F(t—s) ~F(t)| ds + / Kn(s)|F(t - s) —J(t)| ds + / Kn(s)|F(t - s) —J(t)| ds.
) —0

Nietrudno si¢ przekonac, ze kazdy z pierwszych dwoch wyrazow powyzszej sumy

jest mniejszy niz 27|| f|| o rr‘la‘tx Kn(s).
0<]s|<

P.M. SorTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 36 /39



DowoD

5 - ~
Wreszcie catke [ Ky(s)|f(t—s)—f(t)| ds mozemy oszacowac w nastepujacy sposob:
=5

)

)
/ Kn(s)|F(t - s) ()] ds < max |F(x) —F(y)| / Kn(s)ds
s

[x—y|<o
)

< mux [F() ~F(w)] [ Kn(s)ds = max |F0) - F(w)

T x—yl<é

(w ostatnim kroku ponownie skorzystaliSmy z faktu, ze [ Ky(s)ds = 1).

Poniewaz [ jest jednostajnie ciagla, dla danego ¢ > O istnieje é. € |0, [ taka, ze

max | f(x) - f(y)] < §.

|X—y‘§5€
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

W szczegolnosci dla tak dobranej /. mamy

lon(f, 1) =S ()] < 47| fllc max Ky(s)+ 5

5.<|s|<m

A stad
lon(f,t) —f(b)| <e

dla dostatecznie duzych N. O
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Powyzszy dowod pokazuje, Ze jesli f jest ograniczona i ciagta w punkcie
te]—mmn[, toon(f,t) N—>f(t). Podobnie jest dla t = £, jesli f(—n) = f(x).
—00
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