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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

STWIERDZENIE

Niech ¢ € Ly([—m, 7]) bedzie taka, Ze ciag (1Z(n))neZ jest sumowalny. Wowczas ¢

jest ciagla i szereg
7oz D, w(me™

nez

jest zbiezny jednostajnie do ¢ na [—m,7].
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Wiemy, ze

N ~
Z V() pn —— ¥

w Lo([—7, 7]), a wiec istnieje SciSle rosnaca funkcja N 5 k — Ny € N taka, ze

Nic
7 H_ZN p(n)e™ —— (1)

dla prawie wszystkich t. Z drugiej strony szereg —— Z P(n)ei jest zbiezny

jednostajnie na mocy kryterium Weierstrassa. O
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE

Niech f bedzie ocieciem do [, 7] funkcji okresowej na R klasy C!. Wowczas ciag
(f(n)),., jest sumowalny.

DowoD

Catkujac przez czesci i pamigtajac, ze f jest okresowa (o okresie 27) obliczamy
™

e | erwa= | e at=inf,

Stad ( nf(n)) ey, Jest ciagiem wspotezynnikow Fouriera ciaglej (a wiec catkowalnej
z kwadratem) funkcji —if’. W szczegolnosci wspotczynniki te sa sumowalne z
kwadratem, a wiec

SiFw) = 1fol+ 3 dfmi<fol (8 F) (X nFef) <.
nez neZ\{0} nez\{0} neZ\{0} -
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

TWIERDZENIE DINI'EGO

Niech f bedzie funkcja calkowalna na [—m, 7], t € |—m, 7| oraz a € C. Jesli istnieje
0 € ]0, | taka, ze

9
f’f(t+7)+f(t—7)—2a‘dT -t
T
0
(jesli argument wypada poza [—m, 7], to rozszerzamy f periodycznie). Wowczas
I\Pm sn(f,t) = a.
—00
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Rozszerzamy f do funkcji okresowej na R. Mamy

g t+m

sn(f,t) = J w(t—7)f dT—JDN f(t — w) du.

—Tr
Dzieki okresowosci f i Dy mozemy przsunac przedzial catlkowania otrzymujac

™

0 T
sv(f, ) = JDN(s)f(t—s) sl — JDN(s)f(t—s) ds+fDN(s)f(t—s)ds

(0}
_ JDN(S’)f(t +¢)ds + fDN(s)f(t - JDN(T) (f(t+7)ds+f(t—7))dr
0 (0] 0

(funkcja Dy jest parzysta).
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Stad

T

Dy (r)(f(t +7)ds + f(t — 7)) dr — ZaJDN(T) dr —
0

Dn(7)(f(t+7)ds +f(t—7) — 2a) dr

——3

sn(f,t)—a=

Sf(t+7)ds+f(t—71) —Zad

T
) T "

sin((N + 2)7 ) %(

O—a o

w(ﬂt+r)ds+ﬂt77)*2a)d7:%
msin (37)

1
=1 [ sin(N7)cos(ir w7 JE D) — o) — 2 7+ L | cos(N7)sin(37
= 1 [sin(vn) 47 J ar -+ 1 [ cos(vr) sin(47)

(0]

St+nds+f(t-7)2a

ir
sin (%T) T

0

Nasze zalozenie gwarantuje, ze funkcja 7 — L(tt) ds+f (t=r)=2a 4, jest catkowalna
na przedziale [0, 0], a skoro jest ewidentnie catkowalna na [0, 7], jest ona rowniez

catkowalna na [0, 7].
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SZEREGI FOURIERA

Wynika stad, ze funkcje

Sf(t+7)ds+f(t—7)—2a

T

St+7)ds+f(t—7)—2a

1
COS(lT) _ 27
gir)=1{ % Ten(z7)
0
oraz )
sin(lT) _ 27
ga(r) =1 7 Ten(37)
0

naleza do L;([—m,7]).
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Dlatego, na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a, mamy

™

;JSiH(NT)gl(T) dr = —i\/ﬂ(ﬁ(—N) — g/]I(N)) ——0

N—wo
0
i ™
ifcos(NT)gl(T) dr = VZW(Q}(—N) + QT(N)) FYa 0,
0
a w konsekwencji sy(f, t) o @ O
—00
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SZEREGI FOURIERA ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

@ Niech f bedzie funkcja na przedziale zawierajacym punkt xp.

e Powiemy, ze f jest holderowsko ciagla w xy z wykladnikiem Holdera « > O,
jesli istnieje C > O takie, ze

|f(x0 +y) —f(x0)| < Cly|*

dla dostatecznie matych y.

[WIERDZENIE LIPSCHITZA-HOLDERA

Niech f bedzie funkcja calkowalna na [—=, 7|. Zalt6zmy, zZe f jest holderowsko
ciagla w punkcie ty € |—7, 7[. Wéwcezas sy(f, to) N—»f(to).
—00
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DowoD

Stosujemy twierdzenie Dini’ego z with t = ty and a = f(&). Dla 7 € |0, 7] mamy

‘I‘l a?

‘f(to+7')+f( —7)—2f(to ‘ < ‘f(to+7' ’ I ‘f f to)‘ <

T

gdzie C1i « sa stala i wykladnikiem z definicji holderowskiej ciaglosci f w to. W
koncu dla dowolnego o > 0 mamy

bo o > 0. O
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

e Dla f € L;(R%) definiujemy

F(p) = (20)°¢ j e IPXf(x) dx,

R4

d
gdzie p-x = > x'p'.
i=1

@ Latwo sprawdzamy, Zef jest funkcja ograniczona:

d
2

7o) < (2m) j ()] dx = |1,
R4

a wiec f — f jest ciaglym odwzorowaniem liniowym L (RY) — L, (R9).
@ Z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej tatwo wynika tez, Zef jest
funkcja ciagta, a wiec f — f jest ciagtym operatorem L; (R9) — C,(R9).
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

PRZYKLADY

@ Dla H(x) = e~ (ll++l) mamy

A W*Q d
— (T 2
2 ||1+p2, p e R".

© Niech A bedzie dodatnia macierza d x d o zerowym jadrze (czyli taka, ze
x — x - Ax jest Scisle dodatnia forma kwadratowa) i niech f(x) = e~ 2 XAX
Wtedy
f(p) = (det A)2e72P47'P peRY
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

PRZYKLADY

© Dla ustalonego s > 0 zdefiniujmy

. +o0 ,
Gs(x) = — j e s 5% dr,  xeRd
22T (3)
0
+00 . 4
gdzie'(5) = § e "r2—! dr. Wowczas Gs jest catkowalna (|Gs|; = (27)2) i
0

Gs(p) = (1+]pI>)?, peR%
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PopstAwY
@ Dla y € R? zdefiniowaliSmy operator translacji 7, kladac
(yf)(x) =flx—y), xeR™
@ Mamy tez operator ¢y, dany wzorem
(eyf)(x) = e¥¥f(x),  xeR™
@ Wreszcie operator skalowania S, (a € R\{0}) zdefiniowany jest w nastepujacy

sposob:

(Saf) Zf(ClX), X € Rd'

Niech f € L;(R9). Wtedy

@ dla dowolnego ye R mamy 7, f = e_, f,
@ dla dowolnego y € RY mamy e/y} = Tyf,
@ dla dowolnego a € R\{0} mamy 5;? = \a\_dSaflf.
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NSFORMACJA FOURIE 0!
TWIERDZENIE

Niech f,g e L1 (R9). Wtedyf/*\g = (2W)gj§-

@) 1w o) = @ [ e P¥(r e g dx = 2m) ¢ [ ( [ 1= w9 dy) dx
]Rd

R4 R4

= @) [ ([ e~ vigty) dy) dx - (2m) ¢ f ( f P3P - lgly) de) dy

= (2m)™ (j TIPXf(x — y)dX>g(y dy = ( TPV f(x — de> “iPYg(y) dy
Rd R4 R4
- (2n) dR (Rd e P2f(2)dz ) “pug(y J ( | d “P2f(2)dz ) e PYg(y) dy

O
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

e Przestrzenia Schwartza nazywamy przestrzen tych f e C*(R%), ktore
spelniaja
sup |xa(05f)(x)’ < 400

xeRd

dla wszystkich wielowskaznikow a, 3 € Z¢. Oznaczamy ja symbolem S(R%).

@ Przestrzen Schwarza jest wyposazona w rodzine norm {| - Haﬂ}a sezd
LY

| Flas = 1%40°f oo = |%*D7f oo,

gdzie D? = (—i)8105,

e Powiemy, ze fp —— fw S (R4), jesli dla kazdych «, 8 € Z¢ mamy
| fn = Sllas 7= O

e Dla dowolnych o, 8 € Z4, f € S(RY) mamy D*f, x°f € S(R?). Ponadto
odwzorowania f — Df oraz f — x°f sa ciaglte S(RY) — S(RY).
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

Dla kazdego p € [1, +»] mamy S(R?) c L,(R%). Wtozenie S(R?) — L,(R9) jest
ciagle, a dla p < +o0 ma gesty obraz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

Przypadek p = 4+ jest oczywisty. Rozwazmy przypadek p = 1. Wybierzmy N tak
duze, ze

J(l + Hx||2)_N dx < +o0.
Rd

Wtedy dla kazdej f € S(RY) mamy

).

xeR4

£l = f ()] dx = j (14 162) N (1 + 1x12) ] £ 00)| dx < O ((sup (1+ |x2) ] £ ()
Rd

R4

gdzie Cy = § (1 + ||x|\2)_N dx.
R4
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

DowoOD

Ponadto supremum po x wyrazenia

N o (N o (N s
(4 bet?) "l = 3 ()Pl = 3 () 6+ -+ )0
k=0 k=0
N (N
|
-2 () I sl el )
k=0 Ayt Ag=k
A1y Ag=0
N
N
- () 3 sl
k=0 Aezd
A=k
majoryzuje sie kombinacja liniowa norm | - ||, 3. Wynika stad po pierwsze, ze

|fl1 < +o0, a po drugie, ze wlozenie S(R?) — L, (R?) jest ciagte.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

DowoOD

W przypadku p € |1, +o[ zauwazamy, ze

=

171 = 121012, < A2 L AR ], = (1) 2 (1) P,

a stad | f]p < +oo dla wszystkich f € S(RY) i jesli f — 0 w S(RY), to mamy
[fnllp ——=— 0.

W koncu fakt, ze S(RY) jest gesta podprzestrzenia w L,(R%) dla wszystkich p e
[1, +oo[ wynika natychmiast z tego, ze C*(R?) c S(R9Y). O
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

TWIERDZENIE

Niech f e S(RY). Wtedy
@ dla dowolnego o € Z¢ mamy 565‘ = x°f,

@ dla dowolnego 8 € Z4 mamy D°f — (—1)l8Ix5F.

WNIOSEK

Transformacja Fouriera f — f jest topologicznym izomorfizmem S(R9) — S(R9).
Odwzorowanie odwrotne g — g dane jest wzorem

g(x) = 2m) 4 [ Pgp)ap,  xeRE,
Rd



TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

Rozwazmy funkcje gaussowska

Oznaczajac g :f mamy
g =iDf = —ixf =1f' = —Df = —xf = —xg.
Rozwigzujemy powyzsze rownanie réozniczkowe i otrzymujemy

p2

p
a(p) = Cexp(—fxdx) =Ce 7, peR.

. +0 2
Wreszcie C = g(0) = f(0) = \/% { e 2dx=1.
—a0
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TRANSFORMACJA FOURIERA PopsTAawy

TWIERDZENIE (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A)

Dla dowolnej f € L;(R4) mamy f € Co(R9).

e Odwzorowanie f — f jest ciagtym operatorem L;(R4) — L, (R9),

e S(RY) jest gesta podprzestrzenia L;(R9),

e dla f € S(RY) mamy]C e S(RY),

o S(RY) c Co(RY),

e Co(R?) jest domknieta podprzestrzenia Ly, (RY).
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