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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

@ Niech h bedzie nieujemna funkcja mierzalna na R? taka, ze § h(x)dx = 1.
Rd
@ Dla ¢ > O potozmy
h.(x) = e ?h(%), xeR%.

LEMAT

Niech k € L, (R?) bedzie ciagta w punkcie xo € RY. Wtedy (h. * k)(xp) Y k(xo).-
&€
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA
DowoOD
Mamy
(e » I0)(x0) — y—Umm Wk(y) dy - jm x0) dz| =

@M&—@M—Jm®mmwz
Rd

k(xp —eZ) — k(xo)’ dz

< Jhg z)|k(xo — z) — k(xo)|dz = Ja’dh(f)
R4

R4
= J h(s)|k(xo — es) — k(xo)|ds.
Funkcje s — h(s {k — es) — k(xo)| zbiegaja punktowo do O poniewaz k jest

ciagla w xp i wszystkle sa ograniczone przez 2| k| h. Stad na mocy twierdzenia o
zbieznosci zmajoryzowanej

|(he = k) (x0) Jh )| ke(x0 — €5) ]ds:\TO»O
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

e Tak samo jak wykazali$my, ze dla dowolnego ¢ € Ly(R9) funkcja
R? 5 y — 1) € Lr(RY)

jest ciagla, mozna wykaza¢, ze dla dowolnego p € [1, +oo[ i dowolnej f € L,(R%)
funkcja
R? s y— 7y f € L,(RY)

jest ciagla.

Niech p e [1, +oo[ i f € L,(RY) wowczas funkcja

R 5y — |7y f —flp € [0, +oo

jest ciagla i ograniczona.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

TWIERDZENIE

Dla dowolnej f € L; (RY) mamy

he*fmf

W |_1 (Rd) .
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoD

Rachujac podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, dla prawie kazdego
X mamy

|a%www—fwn=_[mu—vaww—jhaamduﬂ
d Rd

= th(z) (x — zdz—fh6 x)dz

Rd

=fmwuu—m—ﬂmmz

Jh,s )| f(x — z) — f(x)|dz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoD

Teraz calkujemy obie strony otrzymanej nieréwnosci po x:

Ihe = f —fl1 < f he(2)|7af — f]1dz = f If — 7—of |1 he(2) dz

fk — 2)he(2)dz = (k * h)(0) = (he » k)(0),

gdzie k(z) = |7.f — f], (z€ RY). Funkcja k jest ciagla i ograniczona, a wiec
(R + K)(0) — k(0) = 0
na mocy lematu. O
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

[WIERDZENIE

Niech f € L;(R9) bedzie taka, Zef e L1 (RY) i potézmy

g0) = @m) 4 [f(p)dp, xR
Rd

Wowcezas g = f.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

Rozwazmy funkcje

H(p) = e*(lle---de\), pe R4
idla € > O niech

0.(x) = (2m) % [ PH(eplf(p)dp.  xeRC
Rd
Poniewaz H jest ciagla, ograniczona i spelia H(0) = 1, af jest catkowalna, na
mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej dla dowolnego x € RY mamy g(x) =

li .
al\r‘% 9:=(x)
Dalej zdefiniujmy funkcje h ktadac
h(x) — (27)~¢ J eXPH(p)dp,  xe R4
Rd
(4. h = (27)~2S_, H).
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

DowoOD

d
Mamy h(x) =
Jh x)dx =7~ dl_[f 1+x2—7r dHarctan (%) =1.
J=1_"% J=1 N=—0

a stosujac therdzenle Fubiniego otrzymujemy

IsH

d

0.(x) = (2n) [ &*PH(ep)f(p)dp = (2n) 4 fei*pmep)((zw)-? [erurw dy) dp

J J J
- [(em [exvrrepiap ) au= [ =4(@n 4 [ & Prep) dten) i) dy
Rd Rd Rd Rd
- | e-d<<2w>—d | e ) dp')f(y) dy = (he *f)(x)
J J
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DowoD

Teraz z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze

ga:he*f?\?._’f

w L1 (R?) i w konsekwengcji istnieje ciag (ep)nen taki, ze g., —— f prawie wszedzie,
n—aoo
a stad g = f prawie wszedzie. O
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

Transformacja Fouriera jest injektywnym operatorem L; (R9) — Co(R9).

DowoOD

Z lematu Riemanna-Lebesgue’a wiemy, Ze obraz odwzorowania f '—>f zawiera sie
w Co(R9). Jesli f € L;(RY) spelia f = 0, to oczywiscie f € L;(R?), a wiec f = 0
wynika natychmiast z ostatniego twierdzenia.

O
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