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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

Niech h będzie nieujemną funkcją mierzalną na Rd taką, że
ş

Rd

hpxq dx “ 1.

Dla ε ą 0 połóżmy
hεpxq “ ε´dh

`x
ε

˘

, x P Rd .

LEMAT

Niech k P L8pRdq będzie ciągła w punkcie x0 P Rd. Wtedy phε ˚ kqpx0q ÝÝÝÑ
εŒ0

kpx0q.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Mamy
ˇ

ˇphε ˚ kqpx0q ´ kpx0q
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpx0 ´ yqkpyq dy ´

ż

Rd

hεpzqkpx0q dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzqkpx0 ´ zq dz ´

ż

Rd

hεpzqkpx0q dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rd

hεpzq
ˇ

ˇkpx0 ´ zq ´ kpx0q
ˇ

ˇ dz “

ż

Rd

ε´dh
`z
ε

˘

ˇ

ˇ

ˇ
k

`

x0 ´ εz
ε

˘

´ kpx0q

ˇ

ˇ

ˇ
dz

“

ż

Rd

hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇ ds.

Funkcje s ÞÑ hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇ zbiegają punktowo do 0 ponieważ k jest
ciągła w x0 i wszystkie są ograniczone przez 2}k}8h. Stąd na mocy twierdzenia o
zbieżności zmajoryzowanej

ˇ

ˇphε ˚ kqpx0q ´ kpx0q
ˇ

ˇ ď

ż

Rd

hpsq
ˇ

ˇkpx0 ´ εsq ´ kpx0q
ˇ

ˇ ds ÝÝÝÑ
εŒ0

0.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

Tak samo jak wykazaliśmy, że dla dowolnego ψ P L2pRdq funkcja

Rd Q y ÞÝÑ τyψ P L2pRdq

jest ciągła, można wykazać, że dla dowolnego p P r1,`8r i dowolnej f P LppRdq

funkcja
Rd Q y ÞÝÑ τy f P LppRdq

jest ciągła.

WNIOSEK

Niech p P r1,`8r i f P LppRdq wówczas funkcja

Rd Q y ÞÝÑ }τy f ´ f }
p
p P r0,`8r

jest ciągła i ograniczona.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 4 / 12



TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

TWIERDZENIE

Dla dowolnej f P L1pRdq mamy
hε ˚ f ÝÝÝÑ

εŒ0
f

w L1pRdq.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Rachując podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, dla prawie każdego
x mamy

ˇ

ˇphε ˚ f qpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpx ´ yqf pyq dy ´

ż

Rd

hεpzq dzf pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzqf px ´ zq dz ´

ż

Rd

hεpzqf pxq dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

hεpzq
`

f px ´ zq ´ f pxq
˘

dz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rd

hεpzq
ˇ

ˇ f px ´ zq ´ f pxq
ˇ

ˇ dz.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Teraz całkujemy obie strony otrzymanej nierówności po x:

}hε ˚ f ´ f }1 ď

ż

Rd

hεpzq}τz f ´ f }1 dz “

ż

Rd

} f ´ τ´z f }1hεpzq dz

“

ż

Rd

kp0 ´ zqhεpzq dz “ pk ˚ hεqp0q “ phε ˚ kqp0q,

gdzie kpzq “
›

›τz f ´ f
›

›

1 (z P Rd). Funkcja k jest ciągła i ograniczona, a więc

phε ˚ kqp0q ÝÝÝÑ
εŒ0

kp0q “ 0

na mocy lematu.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

TWIERDZENIE

Niech f P L1pRdq będzie taka, że pf P L1pRdq i połóżmy

gpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨p
pf ppq dp, x P Rd .

Wówczas g 9“ f .
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Rozważmy funkcję
Hppq “ e´p|p1|`¨¨¨`|pd |q, p P Rd

i dla ε ą 0 niech

gεpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpqpf ppq dp, x P Rd .

Ponieważ H jest ciągła, ograniczona i spełnia Hp0q “ 1, a pf jest całkowalna, na
mocy twierdzenia o zbieżności zmajoryzowanej dla dowolnego x P Rd mamy gpxq “

lim
εŒ0

gεpxq.

Dalej zdefiniujmy funkcję h kładąc

hpxq “ p2πq´d
ż

Rd

eix¨pHppq dp, x P Rd

(tj. h “ p2πq´ d
2 S´1 pH).
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Mamy hpxq “ π´d
d
ś

j“1

1
1`x2

j
i w konsekwencji

ż

Rd

hpxq dx “ π´d
d

ź

j“1

`8
ż

´8

dxj

1`x2
j

“ π´d
d

ź

j“1

arctanpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

xj“´8

“ 1.

a stosując twierdzenie Fubiniego otrzymujemy

gεpxq “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpqpf ppq dp “ p2πq´ d
2

ż

Rd

eix¨pHpεpq

ˆ

p2πq´ d
2

ż

Rd

e´ip¨yf pyq dy
˙

dp

“

ż

Rd

ˆ

p2πq´d
ż

Rd

eipx´yq¨pHpεpq dp
˙

f pyq dy “

ż

Rd

ε´d
ˆ

p2πq´d
ż

Rd

ei x´y
ε

¨εpHpεpq dpεpq

˙

f pyq dy

“

ż

Rd

ε´d
ˆ

p2πq´d
ż

Rd

ei x´y
ε

¨p1

Hpp1q dp1

˙

f pyq dy “ phε ˚ f qpxq
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

DOWÓD

Teraz z poprzedniego twierdzenia wiemy, że

gε “ hε ˚ f ÝÝÝÑ
εŒ0

f

w L1pRdq i w konsekwencji istnieje ciąg pεnqnPN taki, że gεn ÝÝÝÑ
nÑ8

f prawie wszędzie,

a stąd g “ f prawie wszędzie.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOŚĆ TRANSFORMACJI FOURIERA

WNIOSEK

Transformacja Fouriera jest injektywnym operatorem L1pRdq Ñ C0pRdq.

DOWÓD

Z lematu Riemanna-Lebesgue’a wiemy, że obraz odwzorowania f ÞÑ pf zawiera się
w C0pRdq. Jeśli f P L1pRdq spełnia pf “ 0, to oczywiście pf P L1pRdq, a więc f “ 0
wynika natychmiast z ostatniego twierdzenia.
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