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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

ZASTOSOWANIE INJEKTYWNOSCI TRANSFORMACJI FOURIERA

Niech p bedzie Scisle dodatnia funkcja na przedziale |a, b[ taka, zZe istnieje £ > O,

dla ktorego
b

Jee’dp(x) dx < +o0.
a

Wowczas zbior funkcji wielomianowych na |a, b jest gesta podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta Ly (]a, b[, p).
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SZKIC DOWODU

Po pierwsze dla kazdego k € Z, mamy |x*| < ea‘x| a wiec dla kazdego k funkcja
x* jest caltkowalna wzgledem miary p(x)dx. W szczegolnosci x2* jest catkowalna,
czyli x* jest calkowalna z kwadratem, a w konsekwencji wszystkie funkcje wielo-
mianowe sa calkowalne z kwadratem.

Wezmy ¢ € Ly(]a,b[,p). Wtedy, poniewaz funkcja x — ezl jest catkowalna z
kwadratem, funkcja x — e2*y)(x) jest catkowalna. Nietrudno stad wywnioskowac,
ze funkcja

b

F(z) = fe_ile/}(x)P(x) dx, |Imz| < §

jest holomorficzna.
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TRANSFORMACJA FOURIERA ODWRACALNOSC TRANSFORMACJI FOURIERA

SZKIC DOWODU
Co wiecej, dla n € Z; mamy

b

F0(0) = (1" [ x"(x)p(x) dx.
a
Teraz przypuscmy, Ze v jest ortogonalna do przestrzeni wszystkich funkcji wielo-
mianowych. Wtedy F(W(0) = 0 dla kazdego n, a wiec F = 0. Ale F]R jest trans-

formata Fouriera calkowalnej funkcji x — v/27(x)p(x)1yq b, @ Wiec pyp = 0O, co
pociaga i = 0. Ol
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TWIERDZENIE

Odwzorowanie S(R?) > f »—>f € S(RY) rozszerza sie do unitarnego operatora
Lo(R%) — Ly(RY).
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DowoD

Wezmy f, g € S(R?). Korzystajac z twierdzenia Fubiniego i odwracalnosci
transformacji Fouriera obliczamy

<f|a>=Rfd 7o) (2t Rf e P %g(x)dx ) dp - j( (2m) f Fiple P dp) glx) dx

:J((zﬁ)— Jf(p)eix-Pdp> dx—ff x)dx = (f|g).

R4 Rd

[SlIsH

Stad odwzorowanie f '—>f jest izometria dla normy | - 2. Jako ze S(R?) jest gesta
podprzestrzenia Ly(R?), odwzorowanie to rozszerza sie jednoznacznie do izometrii
Ly(RY) — Ly(RY), ktéra jest surjekcja, gdyz jej obraz zawiera gesta podprzestrzen

S(RY). O
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Transformacja Fouriera na L,(R9) nazywamy operator unitarny bedacy
jedynym ciaglym rozszerzeniem operacji S (R9) 3 f — f e S(R?) na Ly(R9).
Oznaczmy go 1 — ¢ (¢ € Ly(R9)) lub symbolem .#

Odwzorowanie .% : Ly(R9) — Ly(R?) mozna réwniez skonstruowaé w nastepujacy
sposob:

e sprawdzamy, ze dla 1 € Ly(R9) n Ly (RY) mamy o € Ly(R9),
e nastepnie sprawdzamy, ze |¢]s = [¢|2 dla ¥ € Ly(R?) A Ly (RE),
e definiujemy .7 jako jedyne ciagle rozszerzenie operacji

Ly(RY) A Ly (RY) 3 ¢ —> ¢ € Ly(RD).

P.M. SotTaN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2025/2026 7/18



STWIERDZENIE

Niech ¢ € Ly(R4) i oznaczmy

d
2

on(p) = (27) e P¥p(x)dx, peRY

Ball(0,n)

Wtedy ¢n E’ ﬂgo W LQ(Rd)

Niech ¢n = 1gg; i(0,n) P+ WOWcCzZas on € Lo(RY) Ly (RD) i p, oPW Lo(R4). Wynika
) n—

Bal
stad, ze ¢n = Fon —>ﬁ(p. O
—00
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

@ Przyjmijmy oznaczenie .# takze na transformacje Fouriera S'(R9) — S'(R9)

(ZT)(f) =T(f), TeSRY,feSERY).

@ Dla s € R niech o5(y) = (1 + |y|?) 2 (ye RY) i niech M,, oznacza operator

mnozenia przez funkcje os.

@ Wreszcie niech
Js=.Z YoM, oZ: SR - S'RY).
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STWIERDZENIE

Mamy

JS © Jt = JS+t7 S, te Ra
a Jp jest operatorem identycznosciowym na S’'(R9).

DowoD

Drugi punkt jest oczywisty. Z kolei

Jsthzﬁ‘*loMgsoﬁ‘oﬂfl0M0t09=9710MUSOMgtOﬁ
=9_10Mgsoto§5=ﬁ_loM o F =dsit.

Os+t

@ Dla kazdego s operator Js jest odwracalny (z odwrotnym J_g).
@ Przypomnijmy, ze Ly(R?) c §'(R9).
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DEFINICJA

Definiujemy przestrzen Sobolewa H°

HS = Js(L2(R%))

oraz

lul2,s = [J-sullz2, ue Hs.

STWIERDZENIE

(H%,| - |2,s) jest przestrzenia Hilberta dla kazdego s € R.

Z definicji || - |2, s jest norma na H, a Js jest izometria Ly(R%) na HS. Stad HS z
norma | - |2 s jest przestrzenia Banacha izometryczna z przestrzenia Hilberta
Lo(RY). O




TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

STWIERDZENIE

Ustalmy s, t € R. Wowczas J; jest izometria HS na HS*E,

DoOwOD
Wezmy u e HS. Wtedy u = Jsy dla pewnego 1 € Ly(R9). Tak wiec

Jiu = Jidsp = Js )

nalezy do H*! i kazdy element H5*! jest tej postaci dla pewnego u € H (jesli
veHS* tomamy v=Jiuudlau=dJ v= Js(J_(s4+1)) € H®). Ponadto

[Jeulla,sve = |- (s+odettlz = [J-sulla = |2,

a wiec J; jest izometria. O
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TWIERDZENIE SOBOLEWA O WELOZENIU

Niech s, t € R beda takie, ze s < t. Wtedy H! c HS oraz

@ Zauwazmy, ze twierdzenie jest oczywiste w przypadku s = t. W dalszym
ciagu bedziemy zakladac, ze s < t.

LEMAT

Niech s > 0. Wowczas dla kazdego v € Ly(R?) mamy Js¢ € Ly(R?) oraz

|Jstle < [¢l2, ¢ € La(RY).

s <|ulee  ueH

@ Przypomnijmy, ze dla s > O mamy os = C/‘r\s gdzie G jest pewna funkcja
catkowalna.



TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

DOWOD LEMATU

Zal6zmy na razie, ze 1 € Ly(R?) n L;(RY). Wtedy
Jeb(y) = os(W)d() = Ge(u)d(y) = (27) 2 Gs = (Y).

Innymi stowy Jgip = (27r)_%Gs + 1. Stad dla ¢ € Ly(RY) n L (RY) mamy Jv € Ly(RY)
d
and |Jsilla < [[(2m) "2 Gs1[¢ ]2 = [¢]2-
Wynika stad, ze dla v € Ly(R?) n L1 (RY) mamy Jsip € Ly(RD) i |Jst)]2 < |42 Tak
wiec teza wynika z gestosci € Ly(RY) n Ly (RY) w Ly (RY). O
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DOWOD TWIERDZENIA SOBOLEWA

Wezmy u e Hf. Wowczas u = Jyip dla jedynego v € Ly(R?) (doktadniej ¢ = J_¢u).
Stad

J_su=disJ u=di s
nalezy do Ly(R9) na mocy lematu. Innymi stowy u € HS. Dalej
lJ-sull2 = [Je-stll2 < [|¥]2

(poniewaz t — s > 0). W terminach norm na przestrzeniach H® i H! ostatnia
nieré6wnosc¢ oznacza
lul

2.5 < |[ufz,t
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

PRZYKLAD

Rozwazmy u € HS oraz v e H™S. Mamy J_su, Jsv € Ly(RY), tj.

F M, Fu, F M, . Fvel,(RY).

Zwréémy uwage na fakt, ze odwzorowanie .%: S'(R4) — S'(R?) zachowuje pod-
przestrzen L»(R%) < S'(RY), a wiec o_sll,osD € Ly(RY). W szczegblnosci ud =
o_stiosD € L1 (R?), a stad catka

f u(x)v(x)dx
Rd

jest dobrze zdefiniowana. Ponadto funkcjonat u — { td jest ztozeniem

ra ~ ~ o~ ~~
HS s ur——dJ_sut o_gUi §o_stios0 = {tveC.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

PRZYKLAD

Pierwsze odwzorowanie (tj. J_s) jest izometria H® na Ly(R%), drugie jest unitarne
na Ly(R9), a trzecie jest ciagtym funkcjonatem na Ly(R9), gdyz os0 € Lo(R9). Innymi
slowy kazda dystrybucja v € H™S wyznacza ciagly funkcjonal na HS.

Dalej z definicji H® (oraz H™%) wynika, ze gdy para (u, v) przebiega H® x H™S, funkcja
i przebiega zbiér wszystkich iloczynow ¢ przy ), ¢ € Ly(R4). Stad kazdy ciagly
funkcjonat liniowy na H?® jest dany przez

dla jedynego v € H™®°. Innymi stowy przestrzen sprzezona do H® moze by¢ w natu-
ralny sposob utozsamiona z H™S.
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TRANSFORMACJA FOURIERA PRZESTRZENIE SOBOLEWA H®

@ Definicja H® moéwi, ze kazdy element u € H® jest taka dystrybucja, ze
F~IM,_.Zunalezy do Ly(RY).

@ Przyktadowo jesli s = 1, to F M, .7 = (1 — A)%, a wiec H® ma interpretacje
przestrzeni tych dystrybucji, ktorych pierwsza pochodna (“pierwiastek z
laplasjanu”) nalezy do Ly(R9).

@ Analogicznie H?> mozemy interpretowac jako dystrybucje, ktérych pochodne
drugiego rzedu sa w Ly(R9) itd.

@ Z kolei na elementy H™! mozemy patrzeé¢ jako na pochodne dystrybucji z
Lo(R?), a na elementy H™2 jako na drugie pochodne dystrybucji z Lo(R?) itd.
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