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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

DEFINICIA

Macierzowa grupa Liego jest to domknigta podgrupa GL(#n, C).

@ GL(n,C), GL(n,R), SL(n,R), SL(n,C), U(n), O(n), SU(n), SO(n).

© R” jest izomorficzna (jako grupa topologiczna) z podgrupa

@ R*=GL(1,R),C* = GL(1,C), T = U(1).
Q GL(n, Q) nie jest macierzowa grupa Liego.

@ Niech 6 € [0, 1]\ Q. Wtedy podgrupa {[ 7" 9 |
grupa Liego.

te R} < GL(2, C) nie jest macierzowa,
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRZYKEAD (UOGOLNIONE GRUPY ORTOGONALNE)

Ustalmy n, k € N i niech g bedzie forma kwadratowg na R o sygnaturze (1, k),
4. g(x, y) = x'g;y’, gdzie

1 i=jefl,...,n}
gij=1-1 i=jen+1,....n+k}.
0 i#j
Grupg O(n, k) definiujemy jako grupe tych A € GL(n + k, R), ktére zachowuja formg¢ g. Nietrudno
si¢ przekonad, ze A € O(n, k) wtedy i tylko wtedy, gdy ATgA = g (gdzie g oznacza macierz o

wyrazach g;;). Jest jasne, ze O(n, k) jest macierzowa grupa Liego. Definiujemy tez
SO(n, k) = O(n, k) N SL(n + k, R).

Grupa O(1, 3) jest oczywiscie tozsama z grupa Lorentza L.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

UOGOLNIONE GRUPY UNITARNE

|

Ustalmy 7, k € N i rozwazmy hermitowska forme péttoraliniowa na C™+*
n+k
g(Z7 W) - Z lel - Z Zjo
i=n+1

Grupg U(n, k) definiujemy jako grupe tych A € GL(n + k, C), ktére zachowuja formeg g. Jest jasne,
7e A € U(n, k) wtedy i tylko wtedy, gdy ATgA = A (gdzie g jest taka jak w poprzednim
przyktadzie). Ponadto definiujemy SU(n, k) = U(n, k) N SL(n + k, C).
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Niech w bedzie antysymetryczna forma na R?” dana wzorem w(x, y) = xiwijy/ , gdzie w;; sa wyrazami
macierzy
0 1,
Q=|4,7]

Rzeczywista, grupe symplektyczna Sp(n,R) definiujemy jako grupe tych A € GL(2#n,R), ktére
zachowuja forme w, tj. spetniaja ATQA = Q.

Analogicznie zespolona grupe symplektyczna Sp(n, C):
Sp(n.C) = {A € GL(n,C)|ATQA = Q.
Wreszcie zwartg grupe symplektyczna Sp(n) definiujemy jako
Sp(n) = Sp(n, C) N U(2n).

Oczywiscie Sp(n,R) i Sp(n, C) sa macierzowymi grupami Liego.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRZYKEAD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)
Ponizej podamy inny opis grupy Sp(n). W tym celu zauwazmy, ze kazda macierz M € Mat,(H)
definiuje odwzorowanie H" — H" przez mnozenie (kolumnowego) wektora x € H" z lewej przez
M. Odwzorowanie to nie jest H-liniowe w zwyklym sensie, ale jest prawo H-liniowe, tj. mamy
M(xq) = M(x)q dla wszystkich x € H" i ¢ € H. Ponadto kazde prawo H-liniowe odwzorowanie
H" — H" jest mnozeniem przez jedyna macierz M € Mat, (H)
Niech A: C*" > [g] — a+jB € H". Jest jasne, ze A jest bijekcja. Wreszcie zdefiniujmy antyliniowe
2 . (2n 2n al _[pB
odwzorowanie J: C*" — C*" kfadac J [ Ig] = [_5].
Udowodnimy:
@ Niech M € Mat,(H). Wtedy A~'MA jest C-liniowym odwzorowaniem C>" — C2"
komutujacym z J.

@ Niech A € B(C?") spetnia JA = AJ. Wtedy AAA~! jest prawo H-liniowym odwzorowaniem
H" — H".
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Ad @. Ewidentnie dla [§] € C*" i1 e Cmamy A(2[3]) = A([31]) = A([5]) 4 a stad dla
dowolnej macierzy M € Mat,(H)

p—
[E—

ATMAYA[F ] = A (MA( S ) = A(MA(§])2) = ATTMAY(§ A = A~ MAY( § ]
Dalej
A(5D=A(2])=B-ia =81 ~iB: =il —ia) = B1 = i - jau — ke
= —(a1 +iy +B1 — KB2)j = ~(@ +B) = -A (| £ )i

a wigc AJ = —R;jA, gdzie R; oznacza operacj¢ mnozenia z prawej strony przez j (i automatycznie
JA™! = —=A7IR;). W konsekwencji

ATTMAJ = —-AT"MRIA = —AT'RMA = JAT'MA.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Ad @. WeZmy x € H" i niech x = A([%]) dla pewnego wektora [%] € C?. Dalej zapiszmy a =
a) +iayp oraz B =£3’1 +iB, gdzie a1, @2, B1, 62 € R". Zauwazmy, ze aj = (o) +ian)j = jla; —iap) = ja
i podobnie Sj = jB, a stad jesli g = ¢° +ig" +jq®> + kg = z1 +jz2 (gdzie z; = ¢° +iq" i 72 = ¢* +ig?),

to

xq = (@ +jB)(z1 +j%) = az1 + jBz1 + a7z + jBiz = ez + B +jaz: - B2
=A([5la+[Z]2)=A(5la+[Z]2)=A(5]a-[£]2)
= A -7 ([5])2)

Tak wigc piszac [%f ] na A [%] i korzystajac ze wzoru AJ = —R;A otrzymujemy

MA g = A §a - T([5]) 2 = A (5 |+ (5 ])i)

= (MA@ +j22) = (AMA ().
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

n —
Dalej dla x,y € H" niech (x|y)y; oznacza ), x!y/, gdzie sprzezenie kwaternionu zdefiniowane jest
I=1

WZOrem

¢ +ig" +iq? + k¢’ = ¢* —i¢' —jq’ — kg’
Powiemy, ze M € Mat,(H) zachowuje (:|-)g, jesli (Mx|My)y = (x|y)y dla wszystkich x,y € H".
Nastepnie sprawdzmy, ze dla dowolnych a, b € C*" mamy

(A@)|ADb))g = (al|D) + jw(a, D), (%)

gdzie (-|-) jest standardowym (péttoraliniowym) iloczynem skalarnym na C2".
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Niech a = [%] ib= [2;] Mamy
(A@IABYy = Y (@} - iah B} + KB + ivh + jo} — ko))
=1

cx}+iaé 6}+i6%
gdzie o = LB = ,0=| + | Dalej
o +iay 0 +id)

Bi+iBy i+

Y =

sl L
(a/ll - iafl2 —jﬁll + k,Blz)(yll + iylz +j(511 - k6’2)
= a/llyll + a/lzyl2 +ﬁ1161 +,812(51 + i(o/lyé - 0/2711 +,81151 —ﬁlzdl)
+j(0/161 ,81)/1 +,82)/2 0/2512) +k(—a} 6’ +/3’271 0261 +,81)/2
= (@) — i) () +ivy) + (B) ~ iBY)(S] +163)
(a 51 /317’1 :327’2 - 0’12512 + i(“ll‘sl :3271 + “12511 _:3117’12 )
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Z drugiej strony
5.1
2 n
wab) =71 G §|[F] =l = et 1| S| = D @6 =B
: =1
_'yn

= > (@} +iah)©®} +i6h) - (B} +iBH(] +ivh)
=1

(@ +iab)(o) +i6h) — (B} + B, +iv))
= s~ o~} + Bl + ot} ko] ~Bih ~ i),

co koriczy dowéd (x).
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRZYKEAD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)
Udowodnimy teraz

@ A € Sp(n) wtedy i tylko wtedy, gdy A = A"'MA dla M € Mat,(H) zachowujacego (-|-)y.
Niech M € Mat, (H) zachowuije {:|-)g potézmy A = A~'MA. Wtedy podstawiajac Aa i Ab w miejsce
aib we wzorze () otrzymujemy

(A(@)|AD))y = (Aa|Ab) + jw(Aa, Ab),

a wigc A zachowuje (-|-) (tj. A jest operatorem unitarnym) i A zachowuje w.

Odwrotnie, jesli A € Sp(n), to po pierwsze A komutuje z J. Aby to wykaza¢ zauwazmy, ze
A € Sp(n) wtedy i tylko wtedy, gdy A € Sp(n). Wynika to z faktu, Ze zespolone (nie hermi-
towskie) sprzezenie macierzy jest odwzorowaniem multiplikatywnym i przemiennym z transpozy-
cja, a wigc sprzegajac (hermitowsko) obie strony réwnosci ATQA = Q dostajemy AT(—Q)Z = —-Q,
czyli A QA = Q. Podobnie stosujac transpozycje do obu stron ATA = 1 otrzymujemy ATA = 1,
czyli XTZ =1.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

Mozemy wigc przyjaé, ze A = B dla pewnego B € Sp(n) (konkretnie B = A). Teraz niech C
oznacza operacj¢ sprzgzenia zespolonego wektorow z C?". Mamy J = QC, czyli Q = JC. Wreszcie
CD = DC dla kazdej macierzy D € B(C?"). Stad odstajemy nastepujacy ciag réwnosci

B'OB=Q,
BTJCB = JC,
BTJBC = JC,

BTJB =J,

ATJA = J,

czyli JA = AJ.

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 13/30



MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrRZYK2AD (GRUPY SYMPLEKTYCZNE)

W konsekwencji A = A~'MA dla pewnego (i jedynego) M € Mat,(H) i korzystajac dwukrotnie ze
wzoru (%) dostajemy

(Mx|My)y = (AAA—lx\AAA—ly>H = (AN"'x|AATTy) + jw(AAT' X, AN"y)
= <A‘1x‘A_1y> +ja)(A_1x, A_ly) = (x|Y)g-

Tym samym wykazaliSmy, ze grupa Sp(n) jest izomorficzna z grupa kwaternionowych macierzy
n X n zachowujacych kwaternionowy iloczyn skalarny (:|-)g.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Grupa euklidesowa E(n) nazywamy grupe izometrii przestrzeni R". Aby przekonac sig, Ze jest ona
macierzowg grupa Liego potrzebujemy kliku faktow:

@ niech x,y € R". Wéwczas & € R” spetnia [|€ — x[| + [|€ — yI| = |ly — x]| wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ¢ € [0, 1] takie, ze & = tx + (1 — ).

@ Niech T bedzie izometriag R” — R” taka, ze T(0) = 0. Wtedy T jest odwzorowaniem
liniowym zachowujacym iloczyn skalarny, tj. T € O(n).

© Niech F: R" — R" bedzie izometria. Wowczas istnieje T € O(n) oraz wektor xq € R takie, ze

F(x) = Tx + xo, x € R
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Ad @. Teza jest oczywista jesli x = y. Mozemy zatem rozwazac tylko przypadek x # y.

Jest jasne, ze wektory postaci & = tx + (1 —t)y dla¢ € [0, 1] spetniaja ||€ — x|| + | =yl = |ly = xI|. Z
drugiej strony, jesli réwnos¢ ta jest spetniona dla pewnego &, to

1€ = P + 11 = YIP + 211 = xlliE = yll = Ily = xIP.
Ale
Iy =P = | -0 - E - =E -0 -E-NIE-»-E-»
= 1€ = x® + 1€ = ¥ll = 2¢¢ = y|€ = ),
awige (£ = y|& - x) = =g =xllllE = YII. W szczegdlnosci [(€ — x|€ = y)| = I = xllll€ = yll, co implikuje

proporcjonalno$¢ wektorow & —xi & —y, tj. mamy & — x = A(¢ — y) dla pewnej liczby 4 € R\ {1}
(bo x # ).
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Innymi stowy
E=tx+(1 -1ty

dlar= ﬁ W takimrazie é —x = (1 —#)(y —x) oraz £ —y = t(x — y), a wigc
1€ — xll + 1l = yll = (Il + 11 = 2D)lly — xl.

Oznacza to, ze |t| + |1 —¢| = 1, azatem ¢ € [0, 1].
Ad @. Odwzorowanie T zachowuje odlegtosci punktow: dla dowolnych 7, € R” mamy HT(n) =
TQ)|| = IIm - {IIl. Wezmy x,y € R", ¢ € [0, 1] i niech & = rx + (1 — £)y. Wtedy

7@ - T + ||T@) = TO)|| = IE = xll + 1€ = ¥l = lly = 2ll = ||TG) = TR,

awigc T(¢) = T(x) + (1 — ¥)T(y) dla pewnego ¢’ € [0, 1].
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Oczywiscie
tlx =yl = I =l = ||T@) - TO)|| = 7||Tx0) = TOG)|| = b - I,

wige ¢’ = t. Otrzymujemy wigc
T(tx+ (1 —1)y) =1T(x) + (1 =T (y), x,y e R", re[0,1]. (o)
Podstawiajacy = —xit = % w (&) otrzymujemy
T(0) = 3(T) + (T(-x)),

a skoro 7(0) = 0, to
T(—x) = -T(x), xR (%)
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Wreszcie, jesli @ > 0, to

@ gdy a < 1: podstawiajac t = @, y = 0 w (#) dostajemy

T(ax) =aT(x)+ (1 - a)T0) = aT(x), xeR",

1
a

@ gdy a > 1: podstawiajac ¢ =
otrzymujemy

oraz ax w miejsce x, a 0 w miejsce y we wzorze (4)

T(x) = 1T(ax) + (1 - 1)T(0) = 1T(ax),  xeR™

Oznacza to, ze odwzorowanie 7 jest dodatnio jednorodne, a w potaczeniu z (&) otrzymujemy

T(ax) = aT(x), xeR" aeR.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Razem z (#), ostatni wzér pokazuje, ze T jest odwzorowaniem liniowym. W szczeg6lnosci T jest
odwzorowaniem odwracalnym (jadro operatora izometrycznego jest trywialne) i zachowuje iloczyn
skalarny na mocy tozsamosci polaryzacyjnej:

(Tx|Ty) = (TP + 1B = 1T = WIF) = 2P + P = 11 = I = xly)

dla wszystkich x,y € R™.
Ad @. Niech xg = F(0) i zdefiniujemy 7: R" — R" ktadac

T(x) = F(x) — xg, x € R™

Woéwecezas T jest izometria i T(0) = 0, czyli T € O(n) na mocy punktu @ i mamy F(x) = Tx + xp dla
wszystkich x € R".
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrZYK1AD (GRUPY EUKLIDESOWE)

Teraz rozwazmy grupe rzeczywistych macierzy rozmiaru (n + 1) X (n + 1) postaci

T X0

0o 1|
gdzie T € O(n) i xo € R". Nietrudno sprawdzi¢, ze grupa ta jest izomorficzna z grupa wszystkich
izometrii R” — R”", ktdrej elementy opisaliSmy powyzej. Innymi stowy mozemy utozsamié E(n) z

grupa macierzy i nietrudno udowodnic, ze jest ona macierzowg grupa Liego.

Czasem symbol E(n) i nazwa ,,grupa euklidesowa” zarezerwowane s dla podgrupy opisanej przez
nas grupy, a mianowicie grupy macierzy postaci

A xp
0o 1/
gdzie A € SO(n). W tym kontekscie grupg E(n) nazywa si¢ tez grupa ruchéw R”.
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GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PrzyYKEAD (GRUPA POINCARE)

Grupe Poincaré # mozna podobnie zrealizowac jako macierzowa grupe Liego. Jest ona
izomorficzna z grupa macierzy postaci

A x

b )

gdzie A € O(3, 1), ax € R*. Nietrudno sprawdzié, ze zbidr takich macierzy jest domkniety w
GL(4,R).
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GRUPY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

PRrzZYK2AD (GRUPA HEISENBERGA )

Grupa Heisenberga nazywamy grupe Hs macierzy postaci

1 a b
01 c|,
0 0 1

gdzie a, b, c € R. Oczywiscie jest ona macierzowa grupa Liego.
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GRUPY LIEGO 'WLASNOSCI TOPOLOGICZNE

@ Wiszystkie macierzowe grupy Liego sa lokalnie zwarte.

e Udowodnimy pézniej, ze wszystkie macierzowe grupy Liego sa gladkimi rozmaitoSciami.

@ Poniewaz jest jasne, ze mnozenie i branie odwrotnos$ci w macierzowej grupie Liego sa
odwzorowaniami gtadkimi, macierzowe grupy Liego sa grupami Liego, tj. grupami, ktére
réwnoczesnie sa gtadkimi rozmaitoSciami i mnozenie oraz branie odwrotnosci sa gtadkie.

o Istnieja grupy Liego, ktére nie sa macierzowymi grupami Liego.

@ Jesli G jest grupa i gtadka rozmaitoscia, a mnozenie G X G — G jest gladkie, to
odwzorowanie G > p + p~! € G automatycznie jest gtadkie. Fakt ten pozwala uproscié nieco
definicj¢ grupy Liego.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO

@ W teorii grup Liego wazne sg topologiczne wtasnosci grup takie jak np. zwartos¢.
o Grupy U(n), O(n), SU(n), SO(n) i Sp(n) sa zwarte.

@ Natomiast GL(n, C), GL(n,R), SL(n, C), SL(n,R), O(n, k), SO(n, k), U(n, k), SU(n, k),
Sp(n, R), Sp(n, C), E(n), P i H3 nie sa zwarte.

PM. Sorman (KMMF) TG II



MACIERZOWE GRUPY LIEGO 'WLASNOSCI TOPOLOGICZNE

@ Poniewaz macierzowe grupy Liego sa rozmaitosciami, spjno§¢ macierzowej grupy Liego jest
réwnowazna jej tukowej spdjnosci.

@ Spdjne sa grupy GL(n, C), SL(n, C), SL(n,R), SO(n), U(n), SU(n), U(n, k), SU(n, k), Sp(n, C),
Sp(n,R), Sp(n) i H3.

@ Grupy GL(n,R), O(n), SO(n, k) i E(n) maja po dwie spdjne sktadowe.
@ Natomiast grupy O(n, k) i  maja po cztery spdjne sktadowe.

e Dla dowolnej grupy topologicznej G niech G° oznacza jej spdjna sktadowa zawierajaca
element neutralny. Jesli G jest grupa Liego, G° jest sktadowa tukowej spdjnosci.

@ W szczegdlnosci G° jest otwartg i domknigta podgrupa w G.
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MACIERZOWE GRUPY LIEGO 'WLASNOSCI TOPOLOGICZNE

STWIERDZENIE

Niech G begdzie macierzowa grupa Liego. Wowczas G° jest spdjna macierzowa grupa Liego.
Ponadto G° jest normalng podgrupa G.

Dowép

Niech a, b € G°. Wéwczas istniejq drogi @, 5 : [0, 1] — G° takie, ze

a(0)=0)=e, a(l)=a, pB(1)=>b.

Droga [0, 1] 3 1 — a(f)'B(¢) jest ciagta i taczy e z a~'b, a wiec G° jest podzbiorem G
zawierajacym e i zamknietym na operacje a +— a~' oraz mnozenie w G. Poza tym G° jest
domknigtym podzbiorem G, a wigc jest macierzowa grupa Liego.

Teraz niech a € G°, s € G i niech @ bedzie droga jak wyzej. Wéwczas droga
[0,1] 3t sa(t)s™ ' € G jestciagtailaczy ez sas™!, czyli sas~! € G°. W $wietle dowolnosci s i a,
pokazuje to, ze G° jest podgrupg normalng. |
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@ Spodjna przestrzen topologiczna X jest jednospojna, jesli kazda petla w X jest Sciagalna: dla
kazdego ciaglego odwzorowania a: [0, 1] — X o tej wlasnosci, ze @(0) = a(1) istnieje ciagte
h: [0,1]*> — X takie, ze dla kazdego s € [0, 1] mamy A(s, 0) = h(s, 1), a dla kazdego ¢ € [0, 1]

h(0,2) = h(0,0) oraz h(1,1) = a(r).

@ Odwzorowanie & takie jak wyzej nazywamy homotopia petli @ do punktu xp.

@ Przykladem jednospdjnej macierzowej grupy Liego jest SU(2) — wiemy, ze SU(2) jest
homeomorficzna z tréjwymiarowa sfera S°, a wszystkie sfery wymiaru $cisle wigkszego niz 1
sa jednospdjne.

@ Grupa SO(3) nie jest jednospdjna (wynika to istnienia nakrycia ®: SU(2) — SO(3) o
dwuelementowym jadrze i tzw. twierdzenia o podnoszeniu homotopii).
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@ Jednospdjne sa grupy Sp(n), SL(n, C), SU(n) i Hj.

e Natomiast nie sa jednospdjne grupy GL(n, R)°, GL(n, C), SL(n, R), U(n, k), Sp(n,R),
Sp(n, C), U(n), SU(n, k), O(n)° = SO(n), O(n, k)°, SO(n, k)° i E(n)°.

PM. Sorman (KMMF) TG II
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DEerINICIA

Niech G i H bgda macierzowymi grupami Liego. Powiemy, ze : G — H jest homomorfizmem
grup Liego, jesli ¢ jest homomorfizmem grup i ¢ jest ciagty.

o Wykazemy pdzniej, ze kazdy ciagly homomorfizm grup Liego jest odwzorowaniem gtadkim.
@ Nie sposéb wskazaé przyktad homomorfizmu pomigdzy macierzowymi grupami Liego, ktory
nie bytby ciagty (np. nieciagly homomorfizm R — T nie moze by¢ funkcja mierzalna).

@ Wszystkie homomorfizmy omawiane w pierwszym semestrze sg ciagte.
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