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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

@ Niech A € Mat,(C). Symbolem o (A) oznacza¢ bedziemy widmo lub spektrum macierzy A,
tj. zbidr jej wartosci wtasnych.

@ Dla dowolnego domknigtego podzbioru C C C niech Hol(C) oznacza zbiér funkcji
holomorficznych na pewnym otoczeniu C (kazda funkcja moze by¢ zdefiniowana na innym
otoczeniu C).

@ Dlaf € Hol(o(A)) ktadziemy

FA) = L 9§f<§><§11 _ayaz,
I

gdzie I jest dodatnio zorientowanym konturem lezacym w obszarze holomorficznosci f
otaczajacym o (A).
@ Jedli I jest innym konturem otaczajacym o(A), to

L rot-art i -k roet-au
r &

jest catka z funkcji holomorficznej po konturze Sciggalnym w dziedzinie holomorficznosci f.
Wynika stad, ze definicja f(A) nie zalezy od wyboru konturu I'.
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Funkcis 'YKLADNICZA 1 ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCIE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

STWIERDZENIE

Jesli f(z) = >, a,2",tof(A) = Y a,A".
n=0 n=0
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

Dowép

Zacznijmy od przypadku f(z) = . Niech I' bedzie okregiem o Srodku w zerze i promieniu
r > ||A]| z dodatnig orientacja. Dla A € I' mamy

(ﬂﬂ —A)_l = A_l(]l — %A)_l = /1—1 Z/l—nAn — Zﬁ—n—lAn
n=0 n=0

(szereg jest jest zbiezny, gdyz |HA|| < 1). Stad

fa) =L 95 f@1-4aytda= ) ok 56 A A = Z(% 56 Pl d/l)A" =A™,
T n=0 T n=0 T
Skoro odwzorowanie f +— f(A) jest ewidentnie liniowe, jesli f jest funkcja wielomianowa:
f@Q=ay+aiz+---+a,7", to
fA) =apl + 1A+ - + @,A".
Wreszcie jesli f jest suma szeregu potggowego, to f jest granica (jednostajna na I') ciagu

wielomianéw, a odwzorowanie f +— f(A) jest ciagte w normie || - |co. |
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

TWIERDZENIE

Odwzorowanie Hol(o"(A)) > f — f(A) € Mat,(C) jest multiplikatywne.

Dowép

Niech f, g € Hol(o(A)) i niech T i T” beda konturami otaczajacymi o-(A) lezacymi w dziedzinie f i
g takimi, ze ['” lezy na zewnatrz I'. Korzystajac ze wzoru rezolwentowego:

A1 -A) " = (ul -A)™" = (u - DAL - A) (1 - A)!

obliczamy:

e = (25) 9§fu>u]1 -4 ad)(p st - ) au) = () SBSEf(/l)g(u)(/lll At - A) dudd
I

= (25 %é“ﬁ#(unﬂr — (ul =AY ") duda
r I

2 _ 2 -
= (=) (Jﬁ 56 LW a1 - Ay duda - (%) 95 95 LB (it — A)™ dpdA.
rr rr
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

TWIERDZENIE

Odwzorowanie Hol(o"(A)) > f — f(A) € Mat,(C) jest multiplikatywne.

Kontynuujemy rachunek

i =0
FAgA) = (55) ggfu)wl - A)—l(gﬁ 02 ) a1 - () 95 2l - 4)”! (95 0 41) gy
I I’ r
= (%) 56 FAL = A) (56 ) dﬂ d/l— L 56 £ 2,“95 ) dﬂ)(m —A)'d
l—v 1—"

= 7 ng (DAL = A)~" dA = (f2)(A).

przy czym wskazana catka jest rowna zero, gdyz u € I”, a ' lezy wewnatrz [/, czyli catkujemy
funkcje holomorficzng po konturze Sciagalnym w jej dziedzinie. O
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

STWIERDZENIE

Niech A € Mat,(C) i niech f € Hol(c(A)). Wowczas o(f(A)) = f(o(A)).

Dow6p

Wezmy u € C\ f(0(A)). Wéwczas funkcja iy : A — (u —f (/l))_1 jest holomorficzna na otoczeniu
0(A) 1 mamy

h(A)(pl = f(A)) = (ul - f(A)h,(A) = 1
a co za tym idzie u ¢ o(f(x)). Innymi stowy o(f(x)) C f(o(x)).
Teraz niech u € f(o(x)). Wtedy istnieje Ay € o(x) taka, ze u = f(1p) i mamy

1= ) = f(do) — (D) = (Ao - HED = (29 - D)g(), (o)

gdzie

(o) A=
T ot (MMBy SenezsTe L 202572026 7

f(ﬂo) (D)
A # Ay,
g )—{ -



FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

STWIERDZENIE
Niech A € Mat,(C) i niech f € Hol(c(A)). Wowczas o(f(A)) = f(o(A)).

Dow6p

Zauwazmy tez, ze funkcja g nalezy do Hol(o(x)). Dalej stosujac obie strony (¢) do A otrzymujemy

HIL = f(A) = (AT — A)g(A).

Jesli macierz 1 — f(A) bylaby odwracalna, to odwracalna musiataby by¢ takze macierz g1l — A,
poniewaz o1 — A i g(A) komutuja. Ale Ay € o(A), a stad u € o(f(A)). Tym samym wykazaliSmy,
ze f(0(A)) € o (f(A)). O
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJE HOLOMORFICZNE OD MACIERZY

TWIERDZENIE

Niech A € Mat,(C), g € Hol(c(A)) i f € Hol(o(g(A))). Wtedy f(g(A)) = (f o g)(A).

Niech I' bedzie dodatnio zorientowanym konturem otaczajacym o(A) w obszarze holomorficzno$ci
funkcji g niech I'” bedzie dodatnio zorientowanym konturem w obszarze holomorficznosci f
otaczajacym o (g(A)) = g(0(A)) i lezacym na zewnatrz g(I'). Dla u € I niech £, (1) = (u — g(/l))_1
Wtedy £, jest holomorficzna na otoczeniu o(A) i i, (A) = (ul - g(A))_l

Mamy wigc

flga) = %,ﬁgﬁﬂm(uﬂ - g(A) " du = 34 9§f(#)h (A)du = o Sﬁﬂm = 56 e - )71 d2) du
r/

= 5 (= 56 s dujan - ) dd = o S&f 0 WAL = A)™ dA = (f 0 &)A).

r I
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

e Dla X € Mat,(C) niech eX oznacza wynik zastosowania funkcji z > e do X.

[se]
. . n
o Jestjasne, ze ¥ = 3, X
n=0
Q =1,

@ X cGLM,C)i(eX) " =X,

@ dla dowolnych a,f € C zachodzi e @)X = ¢?XefX,

Q jesli [X,Y] =0, to X = eXe?,

@ dla dowolnej C € GL(n, C) zachodzi eXC" = CeXC !,

o o] < e

e Odnotujmy tez, ze Mat,(C) > X ~ eX € Mat,(C) jest odwzorowaniem gtadkim, ktérego
pochodna w 0 € Mat,(C) jest identycznoscia Mat,(C) — Mat,(C).
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

Dowép

Wzér z punktu @ jest oczywisty a wzér z punktu @ otrzymujemy natychmiast ze wstawienia
CXC! do szeregu definiujacego funkcje wyktadnicza.

Ad@. Mamy [e*] | 5%

n= n=
Wzory z punktéw @ i @ wynikaja z @, ktéry mozna udowodnic tak: jesli [X, Y] = 0, to
P
X+Yy= Zo #_!q)!Xqu‘q, a wiec
q:

n=0 m=0 p=0 ¢=0 p=0 q=0
(o)
= A +yy =
p=0
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