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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Niech A ∈ Matn(C). Symbolem σ(A) oznaczać będziemy widmo lub spektrum macierzy A,

tj. zbiór jej wartości własnych.

Dla dowolnego domkniętego podzbioru C ⊂ C niech Hol(C) oznacza zbiór funkcji

holomorficznych na pewnym otoczeniu C (każda funkcja może być zdefiniowana na innym

otoczeniu C).

Dla f ∈ Hol
(
σ(A)
)

kładziemy

f (A) = 1
2πi

,

Γ

f (ζ)(ζ1 − A)−1 dζ,

gdzie Γ jest dodatnio zorientowanym konturem leżącym w obszarze holomorficzności f

otaczającym σ(A).

Jeśli Γ′ jest innym konturem otaczającym σ(A), to

1
2πi

,

Γ

f (ζ)(ζ1 − A)−1 dζ − 1
2πi

,

Γ′

f (ζ)(ζ1 − A)−1 dζ

jest całką z funkcji holomorficznej po konturze ściągalnym w dziedzinie holomorficzności f .

Wynika stąd, że definicja f (A) nie zależy od wyboru konturu Γ.
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Stwierdzenie

Jeśli f (z) =
∞∑

n=0

anzn, to f (A) =
∞∑

n=0

anAn.
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Dowód

Zacznijmy od przypadku f (z) = zm. Niech Γ będzie okręgiem o środku w zerze i promieniu

r > ‖A‖ z dodatnią orientacją. Dla λ ∈ Γ mamy

(λ1 − A)−1 = λ−1(
1 − 1

λ
A
)−1
= λ−1

∞∑

n=0

λ−nAn =

∞∑

n=0

λ−n−1An

(szereg jest jest zbieżny, gdyż
∥
∥
∥

1
λ
A
∥
∥
∥ < 1). Stąd

f (A) = 1
2πi

,

Γ

f (λ)(λ1 − A)−1 dλ =

∞∑

n=0

1
2πi

,

Γ

λm−n−1An dλ =

∞∑

n=0

(

1
2πi

,

Γ

λm−n−1 dλ

)

An = Am.

Skoro odwzorowanie f 7→ f (A) jest ewidentnie liniowe, jeśli f jest funkcją wielomianową:

f (z) = α0 + α1z + · · · + αnzn, to

f (A) = α01 + α1A + · · · + αnAn.

Wreszcie jeśli f jest sumą szeregu potęgowego, to f jest granicą (jednostajną na Γ) ciągu

wielomianów, a odwzorowanie f 7→ f (A) jest ciągłe w normie ‖ · ‖∞. �
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Twierdzenie

Odwzorowanie Hol
(

σ(A)
)

∋ f 7→ f (A) ∈ Matn(C) jest multiplikatywne.

Dowód

Niech f , g ∈ Hol
(
σ(A)
)

i niech Γ i Γ′ będą konturami otaczającymi σ(A) leżącymi w dziedzinie f i

g takimi, że Γ′ leży na zewnątrz Γ. Korzystając ze wzoru rezolwentowego:

(λ1 − A)−1 − (µ1 − A)−1 = (µ − λ)(λ1 − A)−1(µ1 − A)−1

obliczamy:

f (A)g(A) =
(

1
2πi

)2
(,

Γ

f (λ)(λ1 − A)−1 dλ

)(,

Γ′

g(µ)(µ1 − A)−1 dµ

)

=
(

1
2πi

)2
,

Γ

,

Γ′

f (λ)g(µ)(λ1 − A)−1(µ1 − A)−1 dµ dλ

=
(

1
2πi

)2
,

Γ

,

Γ′

f (λ)g(µ)

µ−λ

(

(λ1 − A)−1 − (µ1 − A)−1) dµ dλ

=
(

1
2πi

)2
,

Γ

,

Γ′

f (λ)g(µ)

µ−λ
(λ1 − A)−1 dµ dλ −

(
1

2πi

)2
,

Γ

,

Γ′

f (λ)g(µ)

µ−λ
(µ1 − A)−1 dµ dλ.
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Twierdzenie

Odwzorowanie Hol
(

σ(A)
)

∋ f 7→ f (A) ∈ Matn(C) jest multiplikatywne.

Dowód

Kontynuujemy rachunek

f (A)g(A) =
(

1
2πi

)2
,

Γ

f (λ)(λ1 − A)−1
(,

Γ′

g(µ)

µ−λ
dµ

)

dλ −
(

1
2πi

)2
,

Γ′

g(µ)(µ1 − A)−1

=0
︷        ︸︸        ︷
(,

Γ

f (λ)

µ−λ
dλ

)

dµ

=
(

1
2πi

)2
,

Γ

f (λ)(λ1 − A)−1
(,

Γ′

g(µ)

µ−λ
dµ

)

dλ = 1
2πi

,

Γ

f (λ)

(

1
2πi

,

Γ′

g(µ)

µ−λ
dµ

)

(λ1 − A)−1 dλ

= 1
2πi

,

Γ

f (λ)g(λ)(λ1 − A)−1 dλ = ( fg)(A).

przy czym wskazana całka jest równa zero, gdyż µ ∈ Γ′, a Γ leży wewnątrz Γ′, czyli całkujemy

funkcję holomorficzną po konturze ściągalnym w jej dziedzinie. �
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Stwierdzenie

Niech A ∈ Matn(C) i niech f ∈ Hol
(
σ(A)
)
. Wówczas σ

(
f (A)
)
= f
(
σ(A)
)
.

Dowód

Weźmy µ ∈ C \ f
(
σ(A)
)
. Wówczas funkcja hµ : λ 7→

(
µ − f (λ)

)−1
jest holomorficzna na otoczeniu

σ(A) i mamy

hµ(A)
(
µ1 − f (A)

)
=
(
µ1 − f (A)

)
hµ(A) = 1,

a co za tym idzie µ < σ
(

f (x)
)

. Innymi słowy σ
(

f (x)
)

⊂ f
(

σ(x)
)

.

Teraz niech µ ∈ f
(

σ(x)
)

. Wtedy istnieje λ0 ∈ σ(x) taka, że µ = f (λ0) i mamy

µ − f (λ) = f (λ0) − f (λ) = (λ0 − λ)
f (λ0)−f (λ)

λ0−λ
= (λ0 − λ)g(λ), (⋄)

gdzie

g(λ) =






f (λ0)−f (λ)

λ0−λ
λ , λ0,

f ′(λ0) λ = λ0

.
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Stwierdzenie

Niech A ∈ Matn(C) i niech f ∈ Hol
(
σ(A)
)
. Wówczas σ

(
f (A)
)
= f
(
σ(A)
)
.

Dowód

Zauważmy też, że funkcja g należy do Hol
(
σ(x)
)
. Dalej stosując obie strony (⋄) do A otrzymujemy

µ1 − f (A) = (λ01 − A)g(A).

Jeśli macierz µ1 − f (A) byłaby odwracalna, to odwracalna musiałaby być także macierz λ01 − A,

ponieważ λ01 − A i g(A) komutują. Ale λ0 ∈ σ(A), a stąd µ ∈ σ
(

f (A)
)
. Tym samym wykazaliśmy,

że f
(
σ(A)
)
⊂ σ
(

f (A)
)
. �
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcje holomorficzne od macierzy

Twierdzenie

Niech A ∈ Matn(C), g ∈ Hol
(

σ(A)
)

i f ∈ Hol
(

σ
(

g(A)
))

. Wtedy f
(

g(A)
)

= ( f ◦ g)(A).

Dowód

Niech Γ będzie dodatnio zorientowanym konturem otaczającym σ(A) w obszarze holomorficzności

funkcji g niech Γ′ będzie dodatnio zorientowanym konturem w obszarze holomorficzności f

otaczającym σ
(

g(A)
)

= g
(

σ(A)
)

i leżącym na zewnątrz g(Γ). Dla µ ∈ Γ′ niech hµ(λ) =
(

µ − g(λ)
)−1

.

Wtedy hµ jest holomorficzna na otoczeniu σ(A) i hµ(A) =
(
µ1 − g(A)

)−1
.

Mamy więc

f
(

g(A)
)

= 1
2πi

,

Γ′

f (µ)
(

µ1 − g(A)
)−1

dµ = 1
2πi

,

Γ′

f (µ)hµ(A) dµ = 1
2πi

,

Γ′

f (µ)

(

1
2πi

,

Γ

1
µ−g(λ)

(λ1 − A)−1 dλ

)

dµ

= 1
2πi

,

Γ

(

1
2πi

,

Γ′

f (µ)

µ−g(λ)
dµ

)

(λ1 − A)−1 dλ = 1
2πi

,

Γ

( f ◦ g)(λ)(λ1 − A)−1 dλ = ( f ◦ g)(A).

�
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcja wykładnicza i logarytm macierzy

Dla X ∈ Matn(C) niech eX oznacza wynik zastosowania funkcji z 7→ ez do X.

Jest jasne, że eX =
∞∑

n=0

Xn

n!
.

Stwierdzenie

1 e0 = 1,

2 eX ∈ GL(n,C) i
(

eX
)−1
= e−X ,

3 dla dowolnych α, β ∈ C zachodzi e(α+β)X = eαXeβX ,

4 jeśli [X, Y] = 0, to eX+Y = eXeY ,

5 dla dowolnej C ∈ GL(n,C) zachodzi eCXC−1

= CeXC−1,

6

∥
∥
∥eX
∥
∥
∥ ≤ e‖X‖.

Odnotujmy też, że Matn(C) ∋ X 7→ eX ∈ Matn(C) jest odwzorowaniem gładkim, którego

pochodna w 0 ∈ Matn(C) jest identycznością Matn(C)→ Matn(C).
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Funkcja wykładnicza i rozkład biegunowy Funkcja wykładnicza i logarytm macierzy

Dowód

Wzór z punktu 1 jest oczywisty a wzór z punktu 5 otrzymujemy natychmiast ze wstawienia

CXC−1 do szeregu definiującego funkcję wykładniczą.

Ad 6 . Mamy
∥
∥
∥eX
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

n=0

Xn

n!

∥
∥
∥
∥
∥
≤
∞∑

n=0

‖Xn‖

n!
≤
∞∑

n=0

‖X‖n

n!
= e‖X‖.

Wzory z punktów 2 i 3 wynikają z 4 , który można udowodnić tak: jeśli [X, Y] = 0, to

(X + Y)p =
p∑

q=0

p!

q!(p−q)!
XqYp−q, a więc

eXeY =

( ∞∑

n=0

Xn

n!

)( ∞∑

m=0

Ym

m!

)

=

∞∑

p=0

p∑

q=0

Xq

q!
Yp−q

(p−q)!
=

∞∑

p=0

1
p!

p∑

q=0

p!

q!(p−q)!
XqYp−q

=

∞∑

p=0

1
p!

(X + Y)p = eX+Y .

�
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