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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA T LOGARYTM MACIERZY

TWIERDZENIE (WZOR LIEGO-TROTTERA)

Niech X, Y € Maty(C). Wéwczas eX*? = lim (e%Xe%Y)n.

n—oo
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

Dowép

|

Dla n € N oznaczmy
1
S, = en(X+Y) T, = e'x 2

er?|| < elehl¥l = x (XY,

Mamy wowczas ||S,]| < en

Zapiszny wyrazenia S, i T, w postaci tez

=Y LEX+n=1+lx+1)+A

m! n
m=0
oraz
= (S AL )(Z,u, ) (IL+1X+Zklik )(n+%Y+ZﬁY1)
k= 1=0 >2

0 =
- 1 1 _ 1 1 1 1
=L+ X+B)(L+,Y+C)=1+,(X+Y)+,XC+,BY +-5XY+B+C+BC
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

Dowép

Tak wigc

Sp-T,=A-1xC-1By-Lxy-B-C-BC

_ 1 X+n" Xyt _XY — _ Xty Xy!
T n? mlnm=2 Inl-1 k'nk 1 k'nk 2 I'nl=2 k!nk=1 Inl-1
m>2

>2 k>2 k>2 >2 k>2 22

Stad mozemy oszacowac ||S, — T,|| wielkoscia

1 X+ Xyt _ XY — _ w_ Xty Xxy!
n2 minm2 Inl-1 k'nk 1 k'nk 2 \nl-2 klnk-1 [Int-1
m>2 >2 k>2 k>2 >2 k>2 >2
1 [IX+Y]™ XYl IIX"YII xR IIY’II IX*y]| el
= n_z( 2 T T + XY + k!nH N =2 klnk1 a1
m>2 >2 kzz >2 k>2 >2
1 IX+¥|™ ||XY’|| ||ka|| ||Xk|| [l Ix* vl IxY’|
= n_z( —an o + XYl + D i Ve
m=2 =2 k>2 k>2 >2 k>2 >2
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

Dowép

Tym samym wykazaliSmy, ze ||S, — T,|| < Con%“

Korzystajac z tego oszacowania oraz tozsamosci

n—1
Sh-Th=) Si(Su—T)TH "
r=0
otrzymujemy
n—1 nl
IS = T < D ISHIIS, = Tolll T~ 11 < (max{lIS,ll ITl1}) " 1S, — Toll < <28t
r=0
a Stad 1 1 n 1 n
lim (e7¥e#")" = lim 7 = lim S, = lim (en®*")" = X+
n—-oo n—o0 n—o00 n—0o0

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 5/13



FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

Jesli macierze X i Y komutuja, to wzér eXe? = eX*Y wynika ze wzoru Liego-Trottera: mamy wtedy
iy 1 1y 1 . Lo
enfen? = en’enX dla wszystkich n, a w konsekwencji ciag

Nonr— (e%Xe%Y)n € Maty(C)

jest staly i réwny eXe?.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

STWIERDZENIE

Niech X € Mat,(C). Wtedy deteX = ™™,

Dowép

Jesli X jest diagonalizowalna X = CDC~! (i D jest macierza diagonalna), to mamy
deteX = det(Ce?C~') = deteP, a ta ostatnia macierz ma wyznacznik réwny iloczynowi
eksponenséw wartosci na diagonali D. Tloczyn ten jest z kolei réwny e ") = ¢t

W przypadku dowolnej X mozemy zapisa¢ X w postaci X = S + N, gdzie S jest diagonalizowalna,
N nilpotentna i [S, N] = 0 (w odpowiedniej bazie macierz S jest diagonalna z wartosciami
wiasnymi X na diagonali, a N ma zera wszgdzie poza — ewentualnie — jedynkami nad diagonalg).
W szczegdlnosci eX = eSeV = &5, a wiec deteX = dete’ = e = T, o
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

STWIERDZENIE

Niech A € GL(n, C). Wéwczas istnieje X € Mat,(C) taka, ze A = eX.

Dowép

Odwracalno$¢ A oznacza, ze 0(A) nie zawiera zera, a wigc istnieje gataZ logarytmu holomorficzna
na otoczeniu o(A). Niech X = logA. Wtedy A = eX. O

Uwaca

Funkcja log uzyta w powyzszym dowodzie moze by¢ réznie wybrana. Przyktadowo jesli —1 jest
wartoscig wlasna A, to mozna wybrac log tak, aby log(—1) = ir lub tak, ze log(—1) = —in (i obie
wersje funkcji log beda zgadzad si¢ z rzeczywistym logarytmem dla liczb Scisle dodatnich). W obu
przypadkach zachodzié bedzie A = el°#4.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA T LOGARYTM MACIERZY

@ Aby ujednoznaczni¢ pojecie logarytmu macierzy musimy najpierw ustali¢ funkcje log (to
oznacza w szczegdlnosci ustalenie jej dziedziny).

o Standardowymi wyborami sg galezie gtéwne logarytmu zdefiniowane na
C\ ]-00,0], {ze C|Rez > 0}, {zeCllz-1] < 1}.

@ Ostatni przypadek jest o tyle wygodny, ze dla z spetniajacych |z — 1| galaZ gléwna logarytmu
dana jest wzorem

> n+1
logz = Z %(Z - D"
n=1

o Ustaliwszy funkcje log (wraz z jej dziedzing Q2 ¢ C) mozemy rozwazy¢ macierze A takie, ze
o(A) ¢ Qi dla takich macierzy oczywiscie A = e'°24,

e Zauwazmy, ze jesli |JA — 1]| < 1,to 0(A) c {z € C||lz = 1] < 1}.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA T LOGARYTM MACIERZY

@ Zajmijmy sig teraz wzorem B = log e®.

e Jesli mamy swobode wyboru funkcji log w zaleznosci od potozenia o(e?), to wzér ten
obowiazuje dla kazdej B € Mat,(C).

@ Jednak jesli chcemy ustali¢ funkcje log (wraz z dziedzing €2), to musimy rozwazac tylko takie
macierze B, dla ktérych o(e?) c Q.

@ Przyktadowo

e jesli o(B) C {z € C||Im¢z| < xi}, to o(ef) € C \ ]—o0, 0],
o jesli o(B) C {z € C|| Argz| < %}, to o(e®) c {z € C|Rez > 0},

o jesli |IBl| < log2, to
||eB—11||=HZ e —am <,
n=1 n=1

awigc o(ef) c{zeCllz— 1] < 1}.

e W kazdym z powyzszych przypadkéw mamy B = loge® dla odpowiedniej (i ustalonej wraz z
dziedzing) funkcji log.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA T LOGARYTM MACIERZY

e W praktyce najczesciej bedziemy rozwazaé funkcje log zdefiniowang na {z € C||z — 1| < 1}.
e Dla A € Mat,(C) takiej, ze ||A — 1|| < 1 mamy wtedy

_ > (_1)n+l
logA = > -1y,
n=1
@ Zalézmy, ze X i Y sa macierzami takimi, ze ||X]||, ||Y]| < log2. Wtedy warunek eX =eV
implikuje X = Y, bo
X =logeX =loge’ = ¥,

gdzie funkcja log jest zdefiniowana tak jak wyze;j.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTM MACIERZY

LEmaT

Niech r < log2 i niech U = {eX ‘ [1X]| < %} Wéwczas dla dowolnej macierzy B € U istnieje
doktadnie jedna macierz C € U taka, ze B = C.

Mamy B = eX dla pewnego X € Ball(0, 5). Zdefiniujmy C = e2X_ Jest jasne, ze C = B oraz
Cel.

Teraz niech D € U spetnia D?> = B. Skoro D € U, mamy D = e" dla pewnego Y € Ball(0, )k
Ponadto

e?Y = p?> =B =¢€X.

Ale 2Y € Ball(0, ») c Ball(0,log2), a wigc Y = %X i w konsekwencji D = exX = C. |
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY JEDNOPARAMETROWE PODGRUPY

FakT

Niech X € Mat,(C). Woéwczas odwzorowanie

R > ¢+ e € Mat,(C)
jest gtadkie i jego pochodna spetnia

deX = xeX = e¥Xx.

SInosei 4| X =
W szczegdlnosci Glt|[=Oe =X.

Uwaca

Jak juz wspomnielismy odwzorowanie A: R 3 ¢ — e’X € Mat,(C) jest ciagte, ma wartosci w
GL(n,C) i spetnia A(s + 1) = A(s)A(?). Odwzorowanie o takich wlasnos$ciach nazywamy
jednoparametrowa podgrupa w GL(n, C).
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY JEDNOPARAMETROWE PODGRUPY

TWIERDZENIE

Niech A bedzie jednoparametrowa podgrupa w GL(n, C). Wéwczas istnieje jedyna macierz
X € Mat,(C) taka, ze A(r) = e’ dla wszystkich ¢ € R.
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