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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY JEDNOPARAMETROWE PODGRUPY

TWIERDZENIE

Niech A bedzie jednoparametrowa podgrupa w GL(n, C). Wéwczas istnieje jedyna macierz
X € Mat,(C) taka, ze A(r) = e’ dla wszystkich ¢ € R.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY JEDNOPARAMETROWE PODGRUPY

Dowép

|

Jedynos¢ X wynika ze wzoru d[| =o€ e’X = X. Dla dowodu istnienia X niech U = {eX ‘ [1X]| < %log 2}.
Poniewaz zbiér U jest otwarty, a jednoparametrowa grupa ¢ — A(¢) jest ciagla, istnieje 79 > 0
takie, ze A(f) € U dla [#| < tg. Poté6zmy

= +logA(to).
Wrtedy #oX € Ball(0, 1 log 2) i X = A(ty). Dalej A(%to) takze nalezy do U i mamy

A(%to)2 = A(ty). Z lematu wynika wigc, Ze A(%to) = e?X,

Powtarzajac powyzsze rozumowanie otrzymujemy
o
A(t0) =e**,  keN,

a stad takze X
ok 0 keN, meZ

A(zk fo) = A(zk to)" = ex*
Z ciaglosci odwzorowania ¢ — A(f) wynika, ze A(¢) = eX dla wszystkich 7 € R. O
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY JEDNOPARAMETROWE PODGRUPY

Zwré¢my uwage na fakt, ze powyzej wykazaliSmy, iz kazdy homomorfizm grup Liego
R — GL(#n, C) jest gtadki.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY ROZKLAD BIEGUNOWY

DEFINICIA

Macierz A € Mat,(C) nazywamy dodatnia, jesli (¢|A¢) > 0 dla wszystkich & € C". Jesli A jest
dodatnia i odwracalna, to méwimy ze A jest Scile dodatnia lub dodatnio okre$lona.

FakTty

@ A € Mat,(C) jest dodatnia iff gdy jest A = AT i wszystkie wartosci wlasne A sa nieujemne.

@ A jest Scisle dodatnia iff A = AT i wszystkie warto$ci wlasne A sa cisle wigksze od zera. jest
to réwnowazne temu, ze dla dowolnego & € C" \ {0} mamy (£|A¢) > 0.

@ A jest dodatnia iff A = C'C dla pewnej macierzy C € Mat,(C).
@ A jest Scisle dodatnia iff A = CTC dla odwracalnej macierzy C € Mat,(C).

© Kazda macierz dodatnia ma doktadnie jeden dodatni pierwiastek, tj. macierz B, ktdra jest
o . . 1
dodatnia i spetnia B> = A. Oznaczamy ja symbolem Az.

@ A jest $cisle dodatnia wtedy iff Az jest Scisle dodatnia.

@ Kazda macierz sciSle dodatnia A jest postaci A = eX dla jedynej samosprzezonej macierzy X.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY ROZKLAD BIEGUNOWY

TWIERDZENIE (ROZKLAD BIEGUNOWY MACIERZY ODWRACALNYCH)

Niech A € GL(n, C). Wéwczas A mozna jednoznacznie zapisaé w postaci A = UP, gdzie U jest
unitarna, a P §cisle dodatnia. Macierze U i P w tym rozktadzie zaleza w sposéb ciagly od A.

Niech P = (ATA)% iU=AP™'. Wtedy U'U = 1, a stad wynika, ze U jest unitarna.

Teraz niech A = UP = VQ dla unitarnych U i V oraz SciSle dodatnich P i Q. Mamy

0% = (VQ)'(VQ) = ATA = (UP)"(UP) = P?, a wiec dodatnie macierze Pi Q sa pierwiastkami z
ATA. Stad Q = Pimamy A = UP = VP. Wtedy mnozac obie strony réwnosci UP = VP przez P!
z prawej strony otrzymujemy U = V.

Macierz ATA zalezy w sposéb ciagly od A i obliczanie pierwiastka zachowuje ten fakt. Stad P
zalezy w sposob ciagly od A, a stad takze U = AP~ zalezy w sposéb ciagly od A. O

@ Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie pokazuje, ze kazda A € GL(n, C) mozemy
jednoznacznie zapisa¢ w postaci A = UeX dla U unitarnej i X samosprzezone;.
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FUNKCJA WYKEADNICZA T ROZKEAD BIEGUNOWY ROZKLAD BIEGUNOWY

STWIERDZENIE

© Kazda A € GL(n, R) mozna jednoznacznie zapisaé w postaci A = ReX, gdzie R € O(n), a X
jest rzeczywista i symetryczna.

@ Kazda A € SL(n, C) mozna jednoznacznie zapisaé w postaci A = Ue¥X, gdzie U € SU(n), a X
jest samosprzezona i bez§ladowa.

@ Kazda A € SL(n, R) mozna jednoznacznie zapisaé w postaci A = ReX, gdzie R € SO(n), a X
jest rzeczywista, symetryczna i bez§ladowa.
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ALGEBRY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

@ Symbolem K bedzie my oznacza¢ ciato R lub C.

DEFINICIA

Algebra Liego nad cialem K nazywamy przestrzefi wektorowa g wraz z K-dwuliniowa operacja
gxg>3X,Y) - [X,Y] € g taka, ze

Q [Y,X]=-[X,Y]dlawszystkich X, Y € g,
Q [[X,Y],Z] =[X,[Y,Z]] - |Y,[X,Z]] dla wszystkich X, Y,Z € g.

@ Tozsamos¢ z punktu @ nazywamy tozsamoscia, Jacobiego.

@ Wedlug szeroko przyjetej terminologii méwimy, ze g jest rzeczywista, jesli K = R i
zespolona, jesli K = C.

Przykr.AD

Przestrzen R? z operacja [%, ¥] = ¥ X ¥ jest rzeczywista algebra Liego.

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 8/13



PrzyYKEAD

Niech o bedzie algebra taczna. Wéwczas dowolna podprzestrzen g C <7 taka, ze dla X, Y € g
mamy XY — YX € g jest algebra Liego z operacja [X, Y] = XY — YX. W szczegdlnosci kazda
algebra taczna jest w naturalny sposéb algebra Liego. Operacje (X, Y) — XY — YX nazywamy
czesto komutatorem elementéw X 1 Y.

PrzYKLAD

Algebra Liego jest zatem przestrzeni Mat,(C) z komutatorem. W tym kontekscie zamiast Mat,,(C)
piszemy gl(n, C). Analogicznie piszemy gl(n, R) na oznaczenie algebry Liego wszystkich macierzy
n X n o wyrazach rzeczywistych z operacja brania komutatora.

PrzYKLAD

Niech sl(n, C) oznacza przestrzen macierzy X € Mat,(C) takich, ze Tr(X) = 0. Wéwczas sl(n, C)
jest zespolong algebra Liego, gdyz Slad komutatora jest zawsze réwny zero. Podobnie zbiér
sl(n, R) rzeczywistych macierzy bezsladowych rozmiaru n X n jest rzeczywista algebra Liego.
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ALGEBRY LIEGO DEFINICIE I PRZYKEADY

DEFINICIA

Niech g bedzie algebra Liego. Podprzestrzen h C g nazywamy podalgebra Liego algebry Liego g,
jesli dla dowolnych X, Y € ) mamy [X, Y] € . Powiemy, ze 1) jest idealem w g, jesli dla
dowolnego X e hi1Y € gmamy [X, Y] € b.

PrzyYKEADY

Jest jasne, ze sl(n, C) jest podalgebra w gl(n, C). Co wigcej sl(n, C) jest ideatem w gl(n, C) gdyz
komutator dowolnych dwéch macierzy (w szczegdlnosci, gdy jedna z nich jest bez§ladowa) ma
§lad zero.

DEFINICIA

Centrum algebry Liego g jest to zbiér Z(g) = {X € g‘ [X, Y] = 0 dla wszystkich Y € g}. Powiemy,
ze algebra Liego g jest przemienna (lub abelowa), jesli [X, Y] = 0 dla wszystkich X,Y € g, tj. g
jest réwna swojemu centrum.
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ALGEBRY LIEGO

@ Niech g i) beda algebrami Liego.

@ Na przestrzeni g @ b definiujemy operacje

[(X1, Y1), (X2, Y2)] = ([X1, X2], [Y1, Y2]).

@ Nietrudno si¢ przekonac, ze w ten sposob g @ ) staje si¢ algebra Liego. Algebre t¢ nazywamy
suma prosta algebr gi}. Obrazy gi) w g @ ) sg idealami.
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ALGEBRY LIEGO DEFINICJE I PRZYKEADY

@ Niech g bedzie algebra Liego i wybierzmy pewna bazg {X1,.. ., X),} przestrzeni g.

° Skalary{ Sijk=1,...n takie, ze

iy
n

[X;. X1 = ) el X
k=1

dla dowolnych i,j € {1, ..., n} nazywamy statlymi struktury algebry Liego g wzgledem bazy
{Xla s aXn}‘

@ Mozna sprawdzié, ze state struktury spetniaja nastgpujace warunki:

o -
Z(cz,]ckp CZ! de)
(dla dowolnych wszystkich wolnych wskaznikéw).
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ALGEBRY LIEGO DEFINICIE I PRZYKEADY

DEeFINICIA
Niech g i} beda algebrami Liego. Odwzorowanie liniowe ¢: g — h nazywamy homomorfizmem
algebr Liego, jesli

¢([X, Y]) = [¢(X), p(Y)]
dla wszystkich X, Y € g. Powiemy, ze homomorfizm algebr Liego ¢ jest izomorfizmem algebr
Liego, jesli ¢ jest bijekcja, a izomorfizm algebr Liego g — g nazywamy automorfizmem algebry
Liego g.

PrzYKLAD

Niech g bedzie algebra Liego i niech gl(g) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowan liniowych
g — g. Poniewaz gl(g) jest algebra taczna, operacja brania komutatora wyposaza gl(g) w strukture
algebry Liego. Zdefiniujmy ad: g 3 X — ady € gl(g) wzorem

ady(Y) = [X, Y], Yeg.

Wéwczas ad jest homomorfizmem algebr Liego. Odwzorowanie to nazywamy reprezentacja,
dotaczong algebry g.
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