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ALGEBRY LIEGO KOMPLEKSYFIKACIA

@ Niech g bgdzie rzeczywistg algebra Liego.

@ Niech g¢ oznacza zbidr formalnych kombinacji liniowych postaci X; + iXp, gdzie X1, X; € g.

@ Zbidr g¢ jest w naturalny sposéb zespolona, przestrzenia wektorowa:
X1 +iX)+ (Y1 +iY2) = X1+ YD) +i(X2+Y2), (a+ib)(Xy +iXp) = (aX —bX) +i(bX1 +aX>?).
@ Nietrudno tez sprawdzié, ze wzor
[X1 +1Xp, Y1 +1iY2] = ([X3, V1] = [X2, Y21) +i([X1, Y2l + [X2, Y1)

definiuje na g¢ strukturg zespolonej algebry Liego.
o Algebre Liego gc nazywamy kompleksyfikacja rzeczywistej algebry Liego g.
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ALGEBRY LIEGO KOMPLEKSYFIKACIA

STWIERDZENIE

Niech g c gl(n, C) bedzie rzeczywista podalgebra Liego. Jesli dla kazdego X € g \ {0} mamy
1X ¢ g, to zbidr

3= {X+iY‘X, Y, e g}

jest zespolong podalgebra Liego gl(n, C) izomorficzng z gc.

Dowop.

Odwzorowanie g — g przeprowadzajace formalna kombinacje X; + iX> (X1, X € g) na faktyczna
kombinacje liniowa macierzy X; + iX, € g jest ewidentnie izomorfizmem przestrzeni wektorowych
nad C (na mocy zatozenia, odwzorowanie to jest injektywne, a surjektywne jest z definicji zbioru

g) i nietrudno si¢ przekonaé, ze jest ono tez homomorfizmem algebr Liego. O
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ALGEBRY LIEGO KOMPLEKSYFIKACIA

PrzykrADY

Q gl(n,R)c = gl(n, C),
Q u(n)c = gl(n,C), u(n) = {X € gl(n,C) | X" = -X}
Q su(n,R)c = sl(n, C), su(n) = {X € gl(n,C) |XJf = -X, Tr(X) = 0}
Q sl(n,R)¢ = sl(n,C),
@ so(n)c = so(n, C), so(n) = {X € gl(n, R)|XT -X}
so(n,C) = {X € gl(n,C) | XT = -X}
O sp(n,R)c = sp(n, C), sp(n,R) = {X € gl2n,R)| QX" Q = X}
sp(n, C) = {X € al(2n, C)|QXTQ X}
Q=1 7]
@ sp(n)c = sp(n, C). sp(n) = sp(n, C) N u(n)
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ALGEBRY LIEGO KOMPLEKSYFIKACIA

@ Zauwazmy, ze kazda algebre Liego g mozemy uwazac za (rzeczywista) podalgebre algebry
Liego gc.

TWIERDZENIE

Niech g bedzie rzeczywista algebra Liego, a [) zespolong algebra Liego. Wéwczas dowolny
R-liniowy homomorfizm algebr Liego g — 1 rozszerza si¢ jednoznacznie do C-liniowego
homomorfizmu gc — b.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRY PROSTE, ROZWIAZALNE I NILPOTENTNE

DEerINICIA

Powiemy, ze algebra Liego g jest prosta, jesli jedynymi ideatami w g sa {0} i g oraz g nie jest
jednowymiarowa.

@ Algebra jednowymiarowa ma oczywiscie t¢ wtasno$é, ze jedynymi jej ideatami sg {0} i cata
algebra. Jednak algebra jednowymiarowa jest automatycznie przemienna, a proste algebry
Liego nie sa przemienne.

@ Innymi stowy algebra g jest prosta iff g jest nieprzemienna i jedynymi ideatami w g sa {0} i g.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRY PROSTE, ROZWIAZALNE I NILPOTENTNE

STWIERDZENIE

Algebra Liego sl(2, C) jest prosta.

Szkic powobU

Rozwazmy nastgpujaca baze sl(2, C):

0 1 0 0 1 0
wfo of x=fi gl el 5
Wtedy zachodza nastgpujace relacje: [X, Y] = H, [H,X] =2X, [H,Y] = -2Y.

Niech b bedzie ideatem w sl(2, C) i niech Z = aX + SY + yH bedzie niezerowym elementem .
Wtedy jesli 5 # 0, to

b3 [X,[X,Z]] = [X,BH - 2yX] = -2BX,

a wigc X € b. Dalej, skoro ) jest ideatem, mamy H = [Y, X] € § i wreszcie 2Y = [Y, H] € ), a wigc
wszystkie elementy bazy naleza do f). Analogicznie pokazujemy, ze bh = sl(2, C) w przypadkach
vy#0ia#0. O
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRY PROSTE, ROZWIAZALNE I NILPOTENTNE

@ Niech g bedzie algebra Liego.

@ Symbolem [g, g] oznaczamy podprzestrzen rozpinana przez elementy postaci [X, Y]
(X,Y €9).
@ Nietrudno si¢ przekonaé, ze [g, g] jest idealem w g.

DEFINICIA
Niech g bedzie algebra Liego i oznaczmy gy = g, a dalej indukcyjnie

el = [8n5 Bnls nez,.

Ciag (9,)nez, nNazywamy ciagiem pochodnym algebry g. Powiemy, ze g jest rozwiazalna, jesli
istnieje k takie, ze g = {0}.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRY PROSTE, ROZWIAZALNE I NILPOTENTNE

DEFINICIA

Niech g bedzie algebra Liego i potézmy q® = g oraz

g = [g,, 8] = span{[X, Y]|X € g, ¥ € g

dlan € Z,. Ciag (9")sez, nazywamy zstepujacym ciagiem centralnym g. Powiemy, ze algebra g
jest nilpotentna, jesli g” = {0} dla pewnego n.

PrzyYKEAD

Przestrzeni D)3 zlozona z gérnotrdjkatnych rzeczywistych macierzy 3 X 3 z zerami na diagonali jest
nilpotentna podalgebra gl(3, R).

PrzyYKEAD

Przestrzen gérnotréjkatnych zespolonych macierzy 2 X 2 jest rozwiazalna algebra Liego, ale nie
jest ona nilpotentna.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

TWIERDZENIE

Niech G < GL(n, C) bedzie macierzowa grupa Liego. Wéwczas zbidr

g = {X € Mat,(C)|e™ € G dla kazdego € R}

spetnia:
@ g jest rzeczywista podalgebra Liego algebry gl(n, C),
@ dlakazdego A € GiX € gmamy AXA™! € g.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

Dowép

Zacznijmy od punktu @. Dla wszystkich t mamy

et(AXA‘l) — AeXA-l ¢ G,

a wiec AXA™! € g, jesli tylko X € g.

Teraz przechodzimy do dowodu, ze zbidr g jest rzeczywista podprzestrzenia wektorowa w gl(n, C).
Po pierwsze jesli s € R, to dla kazdego ¢ € R mamy e/ = e®X ¢ G, a wigc g jest zbiorem
zamknigtym ze wzgledu na mnozenie macierzy przez rzeczywiste skalary. Po drugie, jesli X, Y € g,

to dla kazdego t mamy
t t

X+ = lim (eﬁxezy)n.

n—oo

1 t
Co wigcej mamy en*,en’ € G dla wszystkich n (bo X,Y € g), a G jest domknigta podgrupa
GL(n, C), a zatem e’**Y) € G.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

Dowép

Aby udowodnié, ze dla X, Y € g mamy [X, Y] € G rézniczkujemy krzywa — eXYe X lezaca w g
na mocy punktu @. Mamy

% IZO(CIXYC_tX) = (Xe"V)(e™) + (°Y)(-Xe ") = XY - ¥X.

Tym samym wykazaliSmy, ze
[X, Y] = lim &Y -
b h_>0 h b

a skoro Y i e Ye™ naleza do podprzestrzeni g, powyzsza granica takze nalezy do g. Tym samym
wykazaliSmy, ze g jest rzeczywista podalgebra Liego w gl(n, C). |
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

DEerINICIA

Niech G bgdzie macierzowg grupa Liego. Algebre Liego g zdefiniowang w poprzednim
stwierdzeniu nazywamy algebra Liego macierzowej grupy Liego G.

@ Jesdli g jest zespolona podprzestrzenia, wektorowa gl(n, C), to méwimy, ze macierzowa grupa
Liego jest zespolona.

@ Przyktadami zespolonych grup Liego sa GL(n, C), SL(n, C), SO(n, C), Sp(n, C).

@ Jedli G jest przemienna, to g jest przemienna: dla X, Y € g mamy

_d d tX sY .—tX
[Xa Y] — dr [:()(ds s:Oe ce ),

ajesli G jest przemienna, to funkcja t > eXe’Ye X jest stala.

@ Zauwazmy tez, ze jeSli G i H sa macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i b, to jesli
H < G, to}) jest podalgebra Liego w g.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

Algebra Liego grupy GL(n, C) jest gl(n, C). Istotnie, wiemy, ze dla dowolnej
X € gl(n,C) = Mat,(C) i kazdego ¢ € R macierz e”X jest odwracalna, a wiec nalezny do GL(#n, C).

Przykr.AD

Algebra Liego grupy GL(n, R) jest gl(n, R). Oczywiscie jesli X € gl(n, R), to macierz e’ jest
odwracalna 1 rzeczywista dla wszystkich ¢, a wigc gl(n, R) zawiera si¢ w algebrze Liego grupy
GL(n,R). Z drugiej strony, jesli e’ jest macierza rzeczywista dla wszystkich ¢, to X = % tzoe’X
takze jest rzeczywista.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

PrzyYKEAD

Algebra Liego grupy SL(n, C) jest sl(n, C). Jesli X nalezy do algebry Liego grupy SL(n, C), to
dete® =1 dla wszystkich 7. W szczegdlnosci 1 = det eX = eTX a wiec X € sl(n, C). Odwrotnie,
jesli X € sl(n, C), to oczywiscie e € SL(n, C) dla wszystkich ¢.

Przykr.AD

Algebra Liego grupy SL(n,R) jest sl(n, R). Wynika to natychmiast z powtérzenia rozumowania
pokazujacego, ze algebra Liego grupy GL(n, R) jest gl(n, R) dla macierzy o zerowym §ladzie.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

Przyk1AD

Algebra Liego grupy U(n) jest u(n) = {X € gl(n, C)‘XT = —X}, a algebra Liego grupy O(n) jest
o(n) = {X € gl(n, R)‘XT = —X}. Ta ostatnia jest takze algebra Liego grupy SO(n) i dlatego czgsto
oznacza si¢ ja rowniez symbolem so(n).

Aby sie o tym przekonaé zauwazmy najpierw, ze macierz e jest unitarna iff ()" = (%)™, Co
wiecej (e™)" = e, wiec musi byé e = e dla wszystkich ¢. Biorac pochodna obu stron tej
réwnosci w t = O otrzymujemy X' = —X. Nietrudno tez si¢ przekonaé, ze jesli X" = —X, to

e € U(n) dla wszystkich ¢.

Analogicznie dowodzimy, ze o(n) jest algebra Liego grupy O(n). Poniewaz z warunku X' = —X
wynika, ze Tr(tX) = 0 dla wszystkich ¢, widzimy, ze e’* € SO(n) dla wszystkich X € o(n), czyli
o(n) zawiera si¢ w algebrze Liego grupy SO(n). Przeciwne zawieranie jest oczywiste.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

PrzyYKEAD

Niech g bedzie macierza niezdegenerowanej symetrycznej formy dwuliniowej na R™** o
sygnaturze (n, k). Algebra Liego grupy O(n, k) jest

o(n. k) = {X e Matn+k(R)‘gXTg = -x}.

Jest ona identyczna z algebra Liego grupy SO(n, k).

PrzyYKEAD

Niech o 0 1,
(-1, O

] € Mat,(R).

o Algebra Liego grupy Sp(n, R) jest sp(n,R) = {X € Math(R)‘QXTQ = X|.
o Algebra Liego grupy Sp(n, C) jest sp(n,R) = {X € Math(C)‘QXTQ = X|.
o Algebra Liego grupy Sp(n) jest sp(n) = {X € Math(C)‘QXTQ =XiX' = —X}.
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

PrzyYKEAD

Algebra Liego grupy Heisenberga Hs jest

0 x vy
b3 =<0 0 z|lx,y,z€eR
0 00
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ALGEBRY LIEGO ALGEBRA LIEGO MACIERZOWEJ GRUPY LIEGO

PrzyYKEAD

Przyktadowa baza algebry Liego su(2) jest {Eq, E», E3}:

0 i 0 1
1 _ 1 _
E1=§[i 0]’ Ez—i[_l 0], Es =

i 0
0 —if’
Relacje komutacji pomigdzy tymi macierzami wygladaja tak:
[E1, E2] = E3, [Ea, E3] = E, [E3, Eq] = Eb.

0 10
-1 0 0].

0 0O

[N L

Natomiast przyktadem bazy so(3) jest {F, 1, F,, F3}, gdzie

0 0 0 0 0 1
0 0 1|, F=[0 00 F=

0 -1 0 -1 0 0

F =

Mamy tez
[F1, F>] = F3, [F2, F3] = Fy, [F3,F] = F>.

Nietrudno si¢ przekonaé, ze odwzorowanie liniowe ¢ przeprowadzajace E; na F; (i = 1,2, 3) jest
izomorfizmem algebr Liego.
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