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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

TWIERDZENIE

Niech G i H bgeda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego gi b). Niech ®: G — H bedzie
homomorfizmem grup Liego. Wéwczas istnieje doktadnie jedno R-liniowe odwzorowanie
¢: g — ) takie, ze

d(e¥) = !X, X eg.
Odwzorowanie ¢ ma nastgpujace wlasnosci:
@ dla wszystkich X € gi A € G mamy ¢(AXA™!) = D(A)p(X)D(A) !,
Q ¢([X,Y]) = [¢(X), p(Y)] dla wszystkich X, Y € g,

@ dla dowolnego X € g mamy ¢(X) = % t:OCD(etX).
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

Dowép

Wezmy X € g. Wtedy odwzorowanie ¢ > ®(e”X) jest jednoparametrowa podgrupa w H, a wiec
istnieje dokladnie jedna macierz Z € b taka, ze ®(e”X) = e/ dla wszystkich ¢. Definiujemy ¢(X) = Z
Jest jasne, ze ®(eX) = e?®). Pokazemy, ze odwzorowanie to jest R-liniowe.

Niech X € gis € R. Wtedy ®(e"¥) = ¢ dla wszystkich ¢, co pokazuje, ze ¢(sX) = sZ = sp(Z).
Dalej, jesli X, Y € g, to dzigki ciagtoSci @ mamy

X — (XD = @ (hm(enX Y) )_ lim (e##®e ’¢<Y)) _ lG0+9(Y)

n—00 n—o00

Rézniczkujac te réwnosé w t = 0 otrzymujemy ¢(X + Y) = ¢(X) + ¢(Y).

Przypusémy, ze d:q—>h Jest innym odwzorowaniem R-liniowym, ktore takze speinia CD(eX) =
e?X), Mamy woéwczas ®(e”X) = e dla wszystkich ¢ € R, a wiec e = d(e”) = e
Rézniczkujac te réwnosé w ¢ = 0 otrzymujemy ¢(X) = (X) dla dowolnego X.
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

Dowép

Ad @. Dla dowolnego A € G mamy

e!PAXAT!) _ (p(AXAT!) _ (D(ezAXA-l) _ (D(AetXA—l)
= PA)D(eX)DA™) = DA)?PDA) = I PA)PXID(A) !

1 ponownie rézniczkujac w ¢ = 0 otrzymujemy ¢(AXA‘1) = CI)(A)¢(X)CD(A)‘1.
Ad@. Wezmy X, Y € g. Wtedy

¢([X Y]) (d[ - 0 tXYe—tX) — 4 [_0¢(etXY —tX) d[ _ 0<I>(e’X)¢(Y)<D(e‘tX)
= §ilo€? Ve = [6X), 4(V)].

Punkt @ wynika z definicji odwzorowania ¢. |
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

STWIERDZENIE

Niech G, H i K beda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g, b, i niech ®: G - H
oraz ¥: H — K beda homomorfizmami grup Liego. Niech ¢: g = hiy: h — tbeda
homomorfizmami algebr Liego stowarzyszonymi z ® i ¥. Wéwczas homomorfizmem algebr
Liego g — f stowarzyszonym z ¥ o © jest ¢ o ¢.

Dow6p

Dla X € g i dowolnego ¢t € R mamy

‘I’(CD(etX)) — CD(e’¢(X)) = (X))
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

STWIERDZENIE

Niech G i H bgda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g, b i niech ®: G — H bedzie
homomorfizmem grup Liego ze stowarzyszonym homomorfizmem algebr Liego ¢: g — b. Niech
K = ker @ i niech f bedzie algebra Liego macierzowej grupy K. Wéwczas t = ker ¢.

Dowép

Jesli X € ker ¢, to dla kazdego ¢ € R mamy ®(e”X) = X = 1, a wiec X € f. Z drugiej strony, jesli
X €1, to dla kazdego t mamy

"M = pe™) =1

a wiec ¢(X) = % tzoe’¢(x) =0. O
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

PrzyYKEAD

W pierwszym semestrze skonstruowali§my homomorfizm grup Liego @: SU(2) — SO(3) spetnia-
Jacy

cosS 9 1sin (2 1 0 0 cos 0 _ sin [ cos 6 0 sind
(D([ 29 2]): 0 cos@ sindf, q)([ 2 2])= 0 1 o |

. 0 -9 0
isins cos > . sinz cos? )
2 2 0 —sinf cosél 2 2 —sind 0 cos@

df 0 cosf sinf O
CD([ _ig]): —sinf cosé O
0 e 0 0 1

(wzory te jednoznacznie wyznaczaja @ i dowodza, ze @ jest epimorfizmem).

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 7/15



ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

PrzYKtAD
Przypomnijmy, ze macierze Pauliego

o1 [0 i 1 o
=11 o]” 927 |4 of P70 -1

spetniaja ‘
el -

= cos(a)1 +isin(a) 7 - &,

10'1 +n20'2+n30'3.

gdzie 7 jest wektorem w R3 dugosci 1, ai- & = n
Niech ¢: su(2) — so(3) bedzie homomorfizmem algebr Liego stowarzyszonym z @ i niech
{E1, E», E5} bedzie rozwazana przez nas wczesniej baza su(2). Wéwczas korzystajac z faktu, ze

E| = 501, E; = 5021 E3 = 5073 tatwo sprawdzamy, ze

g iqin @ 0 _qint A4

[cos 5 isin 2] _ oIE [cos 5 sin 2] _ OB [e 20 ] _ om,
3 o (@ 0|~ > .0 o | = > .
isin§ cos$ sin§  cos 5
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

Tak wigc
0 0 0 0 01 0 10
$EN=10 0 1|=F. ¢E)=|0 0 0/=F, ¢@E)=|-1 00
0 -1 0 -1 0 0 0 0 O

gdzie {F1, F», F} jest rozwazang przez nas wczesniej baza algebry so(3).

Innymi stowy homomorfizm algebr Liego ¢ stowarzyszony z homomorfizmem grup Liego ¢ jest
opisanym juz wczesniej izomorfizmem su(2) — so(3).
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

PrzyYKEAD

Niech G bedzie macierzowa grupa Liego i niech g bedzie algebra Liego grupy G. Grupa GL(g)
wszystkich odwracalnych odwzorowan liniowych g — g jest ewidentnie macierzowa grupa Liego,
a jej algebra Liego jest gl(g). Co wigcej odwzorowanie Ad: G 3 A — Ady € GL(g) dane wzorem

Ada(Y) = AYA™!, Yeg

jest homomorfizmem grup Liego, ktéry nazywamy reprezentacja dolaczona grupy G.

Przyjmijmy tymczasowo oznaczenie ¢ na homomorfizm algebr Liego g — gl(g) stowarzyszony z
homomorfizmem Ad.
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ALGEBRY LIEGO HoMOMORFIZMY GRUP 1 ALGEBR LIEGO

PrzyYKEAD

Dla X € g mamy ¢(X) = % =0 Ad.x, a zatem dla kazdego Y € g

(X)Y) = §| _,e¥Ye™ = [X,Y] = adx(}Y).

Tym samym wykazaliSmy, ze ¢ = ad, tj. homomorfizmem algebr Liego stowarzyszonym z reprezen-
tacja dolaczong g jest reprezentacja dotaczona g. Ponadto mamy

eYe™ = Adex(Y) = &¥(Y) = ¥ + [X, Y]+ 3[X, [X, Y]] + [ X, [X. X, Y]] +--- .

dla wszystkich X, Y € g.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

DEerINICIA

Niech G bgdzie macierzowg grupa Liego z algebra Liego g. odwzorowaniem wykladniczym dla
grupy G nazywamy przeksztatcenie

exp: g3 Xr—eX eG.

Przykr.AD

Przy dyskusji rachunku funkcji holomorficznych zauwazyliSmy, ze kazda macierz A € GL(n, C)
jest postaci eX dla pewnej macierzy X € gl(n, C). Innymi stowy odwzorowanie wyktadnicze dla tej
grupy jest surjektywne.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

Przykr.AD

Macierz A = [‘01 _11] nalezy do SL(2, C), ale nie jest postaci eX dla zadnego X € sl(2, C). Istotnie,
jesli macierz X € sl(2, C) ma dwie rézne wartosci wiasne, to jest diagonalizowalna, a wiec eX tez
jest diagonalizowalna. Tak wigc A nie moze by¢ eksponensem macierzy z sl(2, C) o dwéch
réznych wartosciach wlasnych. Jednak jesli X € sl(2, C) ma podwdjna warto$¢ wiasna, wartos¢ ta
musi byé réwna zero, bo TrX = 0. Stad ker X # {0} i w konsekwencji eX musi mie¢ wektor wlasny
o wartosci wlasnej 1. Jest jasne, ze A takiego wektora nie ma. Tym samym wykazaliSmy, Ze
odwzorowanie wyktadnicze dla SL(2, C) nie jest surjekcja.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

TWIERDZENIE

Niech G < GL(n, C) bedzie macierzowg grupa Liego z algebra Liego g C gl(n, C). Wowczas
istnieje otoczenie V punktu 1 € GL(n, C) takie, ze dla dowolnej A € V mamy

(A € G) = (logA € g)

(przy czym logA = ) %(A —1)"*, w szczegdlnosci warunek A € V gwarantuje zbieznos¢ tego
n=1
szeregu).

LEmaT

Niech (B,;)men bedzie ciagiem elementéw G takim, ze B,, —— 1 iniech Y,,, = log B,, (dla

m—00

dostatecznie duzych m). Zatézmy, ze Y,, # 0 dla wszystkich m oraz ze istnieje macierz Y € gl(n, C)
taka, ze =V — Y. Wtedy Y € g.

IIY I
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

DowO6b LEMATU

Ustalmy ¢ € R. Skoro B,, —— 1, mamy ||Y,,|| —— 0, a wigc istnieje ciag (k;,)men liczb
m—o0 m—oo

catkowitych taki, ze k||Y || — .
m—0o0

Tak wigc mamy

- etY‘
m— o0

L
ehin¥ _ LoVl Yo

Co wiecej ekn¥n = (e¥n)'n = Bf ¢ G, a skoro G jest domknieta, otrzymujemy e/ € G. Jako ze ¢
jest w tym rozumowaniu dowolne, widzimy, ze Y € g. O
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