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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

TWIERDZENIE

Niech G < GL(n, C) bedzie macierzowg grupa Liego z algebra Liego g C gl(n, C). Wowczas
istnieje otoczenie V punktu 1 € GL(n, C) takie, ze dla dowolnej A € V mamy

(A € G) = (logA € g)

(przy czym logA = ) %(A —1)"*, w szczegdlnosci warunek A € V gwarantuje zbieznos¢ tego
n=1
szeregu).

LEmaT

Niech (B,;)men bedzie ciagiem elementéw G takim, ze B,, —— 1 iniech Y,,, = log B,, (dla

m—00

dostatecznie duzych m). Zatézmy, ze Y,, # 0 dla wszystkich m oraz ze istnieje macierz Y € gl(n, C)
taka, ze =V — Y. Wtedy Y € g.

IIY I
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

DowODb TWIERDZENIA

Niech D bedzie jaka$ podprzestrzenia dopelniajaca dla g w gl(n, C) = Mat,(C). Mozemy wéwczas
zdefiniowaé gladkie odwzorowanie @: Mat,(C) — Mat,(C) ktadac ®(Z) = eXe?, gdzieZ =X+Y
jest rozktadem Z € Mat,(C) na sktadowe w g i D. Mamy

d — d —
4] ,®1X,0)=X oraz &|_ ®0,17)=7,

skad wynika, ze pochodna odwzorowania ® w zerze jest identycznos¢ Mat,(C) — Mat,(C). W
konsekwencji @ ma lokalnie — w otoczeniu 0 € Mat, (C) — gladkie odwzorowanie odwrotne V.
Teraz dla € € ]0,log 2] niech V., = exp(Ball(0, £)) (kula w Mat,(C)). Jest jasne, ze dla dostatecznie
matego & zbiér V, jest otoczeniem 1 € GL(n, C). Ponadto dla dla A € V, mamy A = e'°¢4, gdzie
funkcja log jest dana przez sume szeregu potegowego od A — 1. Wreszcie dla pewnego & zbiér V,
jest zawarty w dziedzinie . Ustalamy wigc taki € i przyjmujemy, ze dziedzing ¥ jest V.

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 3/11



ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

DowODb TWIERDZENIA

Przypusémy teraz, ze nasze twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy istnieje ciag (A, )men elementéw

G taki, ze A,, —— 1 i dla kazdego m mamy logA,, ¢ g. Przynajmniej dla dostatecznie duzych
m—00

m mozemy wiec napisaé A,, w postaci A,, = ®(¥(A,,)) = eX»e', gdzie (X, Y,) = Y(A,,) (czyli
Xm € 9, Yy € D). Zauwazmy, ze Y, # 0, bo Y,, = 0 oznaczatoby elogAm = A, = Xm g mamy
Xm,log A, € Ball(0, £), gdzie taki logarytm jest jedyny, podczas gdy logA,, ¢ g, a X,, € g.

Jednak A,, € G dla wszystkich m, a zatem
B,=e¢"4A,€G
dla wszystkich m. Zauwazmy tez, ze B,, = e’ czyli Y,, = logB,,. Wreszcie B,, — 1, bo
m—00
Xn, Ym) = Y(Ap) —— ¥(1) = (0,0), czyli ¥;, — 0.
m—oo m—oo

Rozwazmy teraz ciag (mYm)meN. Jest to ciag elementéw sfery w D, ktéra jest zbiorem zwartym.
Stad istnieje podciag ciagu (Y;,)men (ktory nadal bedziemy oznaczaé (Y;,;)en) zbiezny do pewnego

Y e D spetniajacego ||Y|| = 1. Ale na mocy lematu mamy Y € g, co stoi w sprzecznos$ci z faktem,
ze Dng={0}. O
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

WNIOSEK

Niech G bedzie macierzowa grupa Liego z algebra Liego g. Wéwczas istnieje otoczenie zera U w
g takie, ze exp| ¢ Jest dyfeomorfizmem na otoczenie 1 w G.

Niech U = g N Ball(0, &) (kula w gl(n, C)) bedzie takie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia,
tj. £ € ]0,log 2] i dla A € exp(Ball(¢,0)) mamy A € G iff logA € g. Wtedy exp jest gtadkim
odwzorowaniem U na otoczenie 1 w G, ktére posiada gladkie odwzorowanie odwrotne dane przez
macierzowy logarytm (sume szeregu potegowego). O

WNIOSEK

Kazda macierzowa grupa Liego jest gtadka rozmaitoscig.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

WNIOSEK

Niech G bgdzie macierzowa grupa Liego z algebrg Liego g. Wéwczas macierz X nalezy do g
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje gladka krzywa y: ]-6,6[ — G taka, ze y(0) = 1 i %L:Oy(t) =X.

@ Wnhiosek ten méwi, ze g jest przestrzenia styczng go rozmaitosci G w 1.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

Dow6b WNIOSKU

Jesli X € g, to wystarczy wziaé y(f) = e’X. Z drugiej strony jesli X = % oY1) dla pewnej gtadkiej
krzywej y: ]1-6,0] — G przez 1, to (przynajmniej jesli ¢ jest dostatecznie mata) mozemy
zdefiniowaé krzywa 6 w g taka, ze 6(0) = 0 ktadac 8(¢r) = log y(t). Mamy wtedy y(¢) = e?® dla
wszystkich ¢ i warto§¢ pochodnej

y'(t) = (exp 00)' (1) = exp’ (0())¥ (1)

w t = 0 jest réwna 8’'(0) (bo exp’(0) jest identycznoscia). Wreszcie skoro 6(¢) nalezy do g, mamy
réwniez y’(0) € g. O
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ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

WNI0SEK

Niech G bgdzie macierzowa grupa Liego. Wowczas algebry Liego grup G i G° sa réwne.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

Uwaca 1

Kazda otwarta podgrupa H grupy topologicznej G jest domknigta. Jest tak dlatego, ze

H:G\UpH

p¢H

przy czym suma po prawej stronie jest sumag warstw otwartej podgrupy H, a wigc zbioréw
otwartych.

Uwaga 2

Teraz niech G bedzie grupa topologiczng. Wtedy G° jest algebraicznie generowana przez dowolne
otoczenie e € G zawarte w G°. Istotnie, niech W bedzie dowolnym (otwartym) otoczeniem e € G°

i niech U = W N ‘WL, Nietrudno si¢ przekonaé, ze zbiér |J U" jest podgrupa w G°. Co wiecej
n=1

podgrupa ta jest ewidentnie otwarta, a wigc takze domknigta na mocy uwagi @. Jako zbidr
domknigto-otwarty musi by¢ ona suma spdjnych sktadowych, a wigc musi by¢ réowna G°.
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ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

STWIERDZENIE

Niech G bedzie spdjna macierzowa grupa Liego z algebra Liego g. Wowczas kazdy element A € G
moze by¢ zapisany w formie A = e¥1eX2 ... eX» dla pewnych X1, ..., X, € q.

Dowép

Istnieje otoczenie zera w g przeprowadzane przez exp na otoczenie 1 w G. Otoczenie to
algebraicznie generuje cata grupe G. O
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

WNIOSEK

Niech G i H bgda macierzowymi grupami Liego a algebrami Liego g i b i zk6zmy, ze G jest spdjna.
Niech @; i ®; beda homomorfizmami grup Liego G — H iniech ¢1,¢>: g — b beda
stowarzyszonymi z nimi homomorfizmami algebr Liego. Wéwczas jesli ¢; = ¢, to @) = ;.

Dowép

Kazdy element A € G mozemy zapisaé w postaci A = eX1 - --eX» dla pewnych X1, ..., X, € q.
Zatem

Dy(A) = Dy(e51) - - - Dy (e¥m)) = 2KD) ... ef2(Km)
= /10D 1) = @y (M) - @y (X)) = Dy (A).
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