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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

Niech G bgdzie macierzowq grupa Liego z algebrg Liego g.

Niech U bedzie otoczeniem zera g przeprowadzanym dyfeomorficznie przez exp na otoczenie
YV punktu 1 € G.

Woéwczas odwzorowanie V 3 eX - X € g jest uktadem wspétrzednych na V.

Wspétrzgdne te nazywamy wspotrzednymi wykladniczymi.

Poniewaz mnozenie (np. z lewej) przez ustalony element jest dyfeomorfizmem G — G,
mozemy przenies¢ wspolrzedne wyktadnicze na otoczenie AV dowolnego A € G.
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ALGEBRY LIEGO ODWZOROWANIE WYKEADNICZE

WNIOSEK

Kazdy ciagly homomorfizm pomigdzy macierzowymi grupami Liego jest gtadki.

Niech ®: G — H bedzie ciagtym homomorfizmem pomigdzy macierzowymi grupami Liego i
niech g oraz ) beda algebrami Liego G i H. Niech ¢: g — ) bedzie homomorfizmem algebr Liego
stowarzyszonym z @ i oznaczmy symbolem U otoczenie zera w g przeprowadzane
dyfeomorficznie przez exp na otoczenie V = exp(U) punktu 1 € G.

Wezmy dowolny element A € G. Wéwczas dla kazdego B = AeX € AV mamy
®(B) = D(A)D(e*) = D(A)e? ™.

Wzér ten pokazuje, ze we wspotrzednych wyktadniczych na pewnym otoczeniu A odwzorowanie
@ jest ztozeniem odwzorowania liniowego, odwzorowania wykladniczego i mnozenia przez
ustalony element grupy H. Wynika stad, ze O jest gtadkie na otoczeniu A. |
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PrzYKLAD — GRUPA HEISENBERGA

TWIERDZENIE

Niech X, Y € Mat,,(C) spetiaja

[X,[X,Y]]=0=[Y,[X, Y]].

1
Wtedy CXCY — X+Y+§[X,Y]‘
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PrzYKLAD — GRUPA HEISENBERGA

@ Przypomnijmy, ze H3 oznacza grupg Heisenberga, tj. grupg macierzy postaci

1 a b
0 1 ¢,
0 01
gdzie a, b, c € R.
0
@ Algebra Liego Hjz jest bz = {[0 6 ﬁ] X, y,Z € R}.
000

TWIERDZENIE

Niech G bgdzie macierzowq grupa Liego z algebrg Liego g i niech ¢: hs — g bedzie
homomorfizmem algebr Liego. Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup Liego
®: Hy — G taki, ze

o(eX) = X

dla wszystkich X € bs.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA

PrzYKLAD — GRUPA HEISENBERGA

Dow6p

Najpierw udowodnimy, ze dla kazdego elementu A € Hj istnieje dokladnie jeden X € b3 taki, ze
A = ¢X. Istotnie, poniewaz

0 x vy 1 x xz+y
exp|[0 O z|]=]0 1 z
0 0 O 0 0 1

. labl]. .
dowolna macierz A = [8 (1) f] jest postaci
1 a b-ac

A=exp||0 1 c
0 0 1

’

0
Co wigcej, jesli X = [0 ? .
0

y]. 0 x / . .
(Z)]IX, = [00 ],toeX:e oznaczax =x,y=y iz=7,czyliX = X’.
000

SO =
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PrzYKLAD — GRUPA HEISENBERGA

Dow6p
Tym samym udowodniliSmy, ze grupa Heisenberga ma t¢ wtasnos¢, ze exp: h; — Hj jest bijekcja.
Oznaczmy bijekcje odwrotng symbolem log i zdefiniujmy

D(A) = et A eHs.

Wykazemy, ze @ jest homomorfizmem grup Liego.

Zauwazmy, ze jeSli X, Y € b3, to jedynym niezerowym wyrazem macierzy [X, Y] moze by¢ jej prawy
gbrny rég, a takie macierze sa przemienne ze wszystkimi elementami b3 (stanowig jej centrum).
Dalej, skoro ¢ jest homomorfizmem algebr Liego, dla dowolnych X, Y € h3 mamy

|60, [¢00, ¢(1)]] = 0 = [#(¥), [6(X), 6(1)]]
Tak wigc jesli zapiszemy A, B € Hy w postaci A = eX, B = ¥, to
log(AB) = log(e¥e’) = log(eXJ'YJ'%[X’Y]) =X+Y+1X Y]

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 7/17



‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PrzYKLAD — GRUPA HEISENBERGA

Dow6p
Z definicji ®

DAB) = P102AB) — HXHY+FXYD _ ($OO+M+ 3004 — $XebY) = B(A)YD(B).
Odwzorowanie O jest ciagte, gdyz exp, log i ¢ sa ciagte. Ponadto
D(e¥) = ¥, X ebs

z definicji. Wzdr ten wyznacza @ jednoznacznie, gdyz kazdy element Hj zapisuje si¢ jednoznacznie

w postaci e¥. O
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

@ Policzymy teraz pochodna odwzorowania
Mat,(C) > T —> e’ € Mat,(C)
w punkcie X € Mat,(C) w kierunku Y € Mat,(C).

e Innymi stowy granice hm LEeXr — X)), 4. %| . 0eX“Y.

@ Skoro eX* = Z H(X +tY)", mamy

n=0

[ee)
d eXHY Z %%(X+ty)n’
n=1

bo szeregi ), %(X + tY)" oraz

n=0
00 ) n—1
Z TdX 4 1yy = Z 1 Z(X + (VY Y(X + 1Yy ik
n=1 n=1 k=0

(reguta Leibnitza n razy) sa zbiezne niemal jednostajnie wzgledem f.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

o W takim razie

i
L

© n—1 0o
Gl Z LY X+mYX+y | = Z LN xkyxn-1-k,
n=1 k=0 P 0

>~
Il

@ Zauwazmy teraz, ze korzystajac ze wzoru na iloczyn szeregéw, dla dowolnego s € [0, 1]

otrzymujemy
) 00 oo n-1 .
(1=sY vp s _ (1=)f k1 kv ron—k-1
(3 S5 (2 300 = 2o 3, Sttt
p=0 q=0 n=1 k=0
00 n—1
— 1 k n—k—1yrkyryrn—k—1
‘ZWZk'(n (L =8 XX
k=0

S
11
—_
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

1
@ Teraz skoro f (1 — sk 1 ds = M , dostajemy

1 o n—1 00 n—1
1 k n—k—1vyrkyyn—k—1 _ 1 kyryn—k-1
f§—, o (1 = 9f xRyt ds = 3L xkyxn

o n=l k=0 n=1 k=0

czyli
1

%t . eX+1Y f(z (1- Y)”Xp) (Z s‘i!Xp) — fe(l—s)XYesX ds.
0
@ Ostatecznie wzor na pochodng exp w punkcie X w kierunku Y wyglada tak:

1 1

% t:OeXHY = X f o~ XyesX ds = oX f Adw(Y) ds.

0 0
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

@ Przypomnijmy, ze Ad.z = ¥ dla wszystkich macierzy Z, a zatem pochodna exp w punkcie

X jest operator
1

f e s x g

0

ztozony z mnozeniem z lewej strony przez eX.

e Podstawiajac e w postaci szeregu potegowego otrzymujemy

1

f —sady dS _ Z f( S)n(adx)” ds = Z %(adx)n’

[ee]
0 n=0
a stad

d X+tY _ 1-e2dx
atli=0€ =¢ ( ady (Y))

(n+1)! z

(59
jako ze 3, oz = 1=e,
n=0
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

TWIERDZENIE

Niech X, Y € Mat,,(C). Wtedy

%LZOGXHY . (]l e-adx (Y)) ( = %[X’ Y]+ %[X, (X, Y]] _)

ad, 5
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

. Ce-ud .
o Ustalmy 7y € R. Wtedy korzystajac ze wzoru §| _ e¥*" =¥ (IL;—XX(Y )) otrzymujemy
d X+tY g eX+0oY)+sY _ X+toY(1-e_ “x+gY
dr t:t()e T ds 0 ( adxyy (Y))

o Innymi stowy dla X(r) = X + 1Y mamy d X = X(’)(]l :d;:(')( ))

|

WNIOSEK
Niech ¢ — X(¢) bedzie gtadka funkcja o wartosciach w Mat,,(C). Wéwczas

d X0 _ X(t)(IL e*‘“‘X(r)( )
dr ady(s)
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

DYGRESIA

@ Niech X i 9 beda przestrzeniami Banacha i niech F: X — 9) bedzie funkcjq rézniczkowalna,.

@ Niech G, G, : R — X tez beda rézniczkowalne.

e Dlai = 1,2 mamy oczywiscie
4| (F o G)(t) = F'(Gito) &|._, Git@),

a wiec jesli Gi(19) = Ga(to) i g|,_, G1(0) = §,_, G2(0), t0

4| FoG)(t) =4[ _ (FoG®).
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

Dow6Dp wWNIOSKU

W przypadku X = 9 = Mat,(C), F = exp, G; = X (pewna funkcja ré6zniczkowalna) i

Gr(t) = X(tg) + (- to)%(to) prawa strona wzoru

Sl F o GD® = §|_, (F 0 G)(®).

jest réwna
eX(to)( 1= “x(g)
(@, X)),

dt |[: eX ()

natomiast lewa strona jest rowna g; . Tak wigc

d X0 — X(t)(]l e(;adxm( )
adx(r)
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6rR BCH — WERSJA CALKOWA

1
@ g jest funkcjg holomorficzng i rozwija si¢ w szereg potggowy

o Rozwazmy funkcje g(z) = 228, dlajz — 1] < 1.

(5

g(2) = Z am(z—1)"

m=0
o promieniu zbieznosci 1.
@ Dla dowolnego operatora T na skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej mamy
(o8]

g(T) = Y an(T —1)" pod warunkiem, ze ||T — 1| < 1.
m=0

TwiERDZENIE (WZzOR BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA)

Dla dowolnych macierzy X, Y € Mat,(C) o dostatecznie matej normie mamy

1

log(eXe?) = X + fg(eadxe’ady)(Y) dr.
0
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