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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA POCHODNA ODWZOROWANIA WYKEADNICZEGO

FakT

Niech ¢ — X(¢) bedzie gtadka funkcja o wartosciach w Mat,,(C). Wéwczas

d X _ X(t)(IL —e %0 (dx )
a® = adx(, (
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6rR BCH — WERSJA CALKOWA

1
@ g jest funkcjg holomorficzng i rozwija si¢ w szereg potggowy

o Rozwazmy funkcje g(z) = 228, dlajz — 1] < 1.

(5

g(2) = Z am(z—1)"

m=0
o promieniu zbieznosci 1.
@ Dla dowolnego operatora T na skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej mamy
(o8]

g(T) = Y an(T —1)" pod warunkiem, ze ||T — 1| < 1.
m=0

TwiERDZENIE (WZzOR BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA)

Dla dowolnych macierzy X, Y € Mat,(C) o dostatecznie matej normie mamy

1

log(eXe?) = X + fg(eadxe’ady)(Y) dr.
0
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6rR BCH — WERSJA CALKOWA

Dow6p
Dla t € [0, 1] niech Z(f) = log(eXe™).

Pierwsze ograniczenie na || X|| i ||Y]]:

o funkcja (X, ¥) — eXe jest ciagta i przyjmuje wartosé 1 w punkcie (0, 0),
o stad istnieje stata C; > 0 taka, ze dla ||X]|, ||¥|| < C; mamy ||eXe? = IL” <1,
o oczywiscie jesli ||X]|, [|Y]| < Ci, to dla kazdego ¢ € [0, 1] takze |IX]|, [[Y]| < C;.

Z jednej strony mamy e‘Z(’)%eZ(” = e #04(eXe) = eMeX(eXe'Y) = Y, a z drugiej, na mocy
ostatniego wniosku

-Z(H d Z() _ 1-e 20 (dz
€ = e

€ adz(,) dr

dr

dzigki czemu otrzymujemy

1-e” %20 (dZ) - Y.

ad Z(1) _l
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6rR BCH — WERSJA CALKOWA

Dow6p

Drugie ograniczenie na ||X|| i ||Y]|:

o funkcja (X,Y) — ad, . cx.7) jest ciagla i przyjmuje wartos¢ 0 w punkcie (0, 0),
o stad istnieje stata C, > 0 taka, ze C; < Cy i dla [IXIL, Y]] < C; mamy [|ad;o,.x
o oczywiscie jesli [|X]|, [|Y]| < Ca, to dla kazdego 7 € [0, 1] takze |IX]|, [[Y]| < C>.

ey)” < IOg 2,

Jesli [|X|], [|Y]| < Ca, to szereg

1-¢ 200 _ (=n" ="
adzg | Z ot adz) =1+ Z ot 247
m=0

jest zbiezny i mamy

(="
HZ (G adZ(t)
m=1

Z(f)

(e8]
(og 2)™ (dog2)" _ _log2 _
(m+l)!< m! =e® °-1=1
m=1 m=1

W szczegblnosci operator jest odwracalny.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6rR BCH — WERSJA CALKOWA

Dow6p

Dla ||X]], ||Y]| < C3 mamy wigc

dZ _ (11— 7adZ(,) -1
%= () o ()
Dalej, poniewaz Ad.zoy = Adexey = Adex Adey, otrzymujemy

ez — eadxgady _ qadygrady

_(pady otady\—1
Podstawiajac ostatni wynik do wzoru (%) otrzymujemy % = (M

E log(eudxet ady)

-1
) (Y) 1 po prawej

stronie rozpoznajemy funkcje g od operatora e*xe!2dr:

& = g )W),

1 1
Stad log(eXe?) = Z(1) = Z(0) + [ % dr = X + [ g(e™¥xe'™r)(Y)dr. O
0 0
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6r BCH W FORMIE SZEREGU

@ Funkcje g mozemy rozwinaé w szereg potegowy w kole o Srodku w z = 1 i promieniu 1:

g@) =1+ Zm(m+l)< - "

@ Z drugiej strony

(eadxelady _ ﬂ)

(]1+adx+%ad§+---)(]l+tady+§ad§+---)—]1

2
ady +t ady +1 ady ady +% ad)2( +5 ad% +

Jest to szereg potggowy wzgledem ady i ady bez wyrazu wolnego.

tady

e W szczegélnosci kazde wyrazenie postaci (e?¥e’#r — 1)" zawiera tylko wyrazy stopnia > m

(wzglgdem ady i ady).
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA ‘Wz6r BCH W FORMIE SZEREGU

o Stad

dy .tad 1 1,32 .2 .92
g(e*¥e'*Y) = 1 + 3(ady +fady +rady ady +5 ady +5 ady)
Liad2 o2 aq2
— g(ady +” ady +t ady ady +t ady ady)

+ wyrazy wyzszego stopnia w ady i ady.
o Tak wigc, pomijajac wyrazy stopnia wyzszego niz 2, mamy
ady .tadyy 1 t t t 1,12 , 2 .12
g(e"¥e' ™) ~ 1 + 5 ady +5 ady +5 adx ady —¢ ady adx ++5 ady +15 ady, .

@ Stosujac ten operator do ¥ mozemy dalej pominaé wszystkie wyrazy, w ktérych po prawej
stronie znajduje si¢ ady:

g(ee" YY) ~ ¥ + X, Y] - £[Y,[X, Y]] + 5[ X, [X. Y]].
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA

e Wreszcie podstawiajac przyblizone wyrazenie na g(e*¥e’*4)(Y) do wzoru BCH
otrzymujemy
1
log(e¥Xe’) ~ X + f (¥ + 31X, Y] = LY. [X, Y]] + $5[X, [X, Y1]) dt
0
=X+Y+ 31X Y]+ S[X X, Y]] - 5[V, X, Y.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

DEFINICIA

Niech G i H bgda macierzowymi grupami Liego. Lokalnym homomorfizmem z G do H
nazywamy pare (U, f), gdzie U jest tukowo spdjnym otoczeniem 1 € G, af: U — H jest
odwzorowaniem ciagltym takim, Ze jesli A, B € U spetniaja AB € U, to f(AB) = f(A)f(B).

STWIERDZENIE

Niech G i H beda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i b. Dla &€ > 0 pot6zmy
U, ={Ae G‘llA — 1l < 1i|llogAll < &}.
Niech ¢: g — §) bedzie homomorfizmem algebr Liego. Wtedy istnieje £ > 0 taki, ze odwzorowanie
fiU,>2A— etV e g

jest lokalnym homomorfizmem.

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 10/10



‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Wybieramy ¢ > 0 tak maly, ze dla dowolnych A, B € U, wzér Bakera-Campbella-Hausdorffa
mozemy stosowaé zarowno X = logA i Y =logB, jak i ¢(X) i ¢(Y).

Teraz ustalmy A, B € U, i przypusémy, ze AB € U,. Wtedy, zgodnie z definicja f, mamy

f(AB) =f(eXeY) :f(exp(log(exey))) _ e#(log(e’eh)

Nastepnie korzystamy dwukrotnie ze wzoru BCH i faktu, ze ¢ jest homomorfizmem algebr Liego:

m=0

1 (e8]
¢(log(eXeY)) = ¢(X + fz ap(eXe 2 — 1)"(Y) dt)
0
1

= ¢(X) + f D dn(€ e — 1)"(p(¥)) dr = log(e? V),
o ™Mm=0

o . X.Y X Y
co pokazuje, ze f(AB) = e?(log(e*e) = log(e*Ve™™) — rA)¢(p). o
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