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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

TWIERDZENIE

Niech G bedzie jednospdjna macierzowa grupg Liego i niech (U, f) bedzie lokalnym
homomorfizmem w macierzowa grupg Liego H. Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm
grup Liego ®: G — H taki, ze d)|(u =f.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowé6p

Krok 1: Definicja ® wzdtuz drogi.
Niech [0,1] > # — A(#) € G bedzie droga w G od A(0) = 1 do A = A(1). Podziat 0 = 7y <
t) < -+ <t = 1 przedziatu [0, 1] nazwiemy dobrym, jesli dla kazdego k € {0,...,m — 1} i
dowolnych s, t € [ft, fx+1] mamy ADA(s)™' € U. TIstnienie dobrych podziatéw wynika z ciagtosci
odwzorowania t — A(f).

Teraz ustalmy dobry podziat g < #; < --- < t,, i zZauwazmy, ze
A = (ADAUn-1) N Aln-1)AG-2)"") - (AAGC) ™ DAW).
W $wietle powyzszego wzoru proponujemy nastgpujaca definicje ®(A):
O(A) = fADAG-1) ") fAUn-DAG-2)") - FAEIAM) ™) fA@)).

(mamy A(#) = A(t)Aty) ™ € U). Musimy teraz wykazaé, ze ®(A) nie zalezy od wyboru dobrego
podziatu.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Zauwazmy, ze jeSli typ < t; < -+ < t,,, jest dobrym podziatem [0, 1], to dla kazdego ji s € ]tj, tj+1[
podzial fo < t; <--- <t; <5 <ty <--- <t jest dobrym podziatem. Jesli zamiast fp < #; < --- <
tym uzylibySmy 19 < t) <--- <t; <s§ <tjy1 <--- <ty do zdefiniowania ®(A) otrzymalibySmy

D(A) = fAAMDAU-D)") - fAGDAG) ) FASAG) ™) - fAEA®) ™A@,
Ale (At DAG) " NA®A@ ™) = A DA@) ™ € U, wiec
FAGDAG) ™) = F((AG DA AGAEG ™)) = FAEGDAS) ) FAGAEG) ™),

co oznacza, ze warto$¢ ®(A) otrzymana z podzialu zawierajacego liczbg s jest taka sama jak otrzy-
mana z wyjsciowego podziatu.

Tym samym wykazaliS§my, ze dla dowolnego dobrego podzialu, podziat od niego drobniejszy jest
dobry i nie zmienia definicji ® wzdluz wybranej drogi.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Teraz dla dowolnych dwéch dobrych podziatéw kazdy podziat wspdlnie drobniejszy niz one da tg
sama warto$¢ ®(A), ktdra jest z jednej strony réwna warto$ci wyznaczonej przez pierwszy podzial,
a z drugiej strony warto$ci wyznaczonej przez drugi podziat. Oznacza to, ze ®(A) nie zalezy od
wyboru dobrego podziatu.

Krok 2: Niezaleznos¢ definicji ® od wyboru drogi.
Poniewaz G jest jednospdjna, jesli Ag i A} sa dwoma drogami od 1 do A, to istnieje migdzy nimi
homotopia, tj. ciagte odwzorowanie H: [0, 1] X [0, 1] — G takie, ze

o Vrel0,1] HO,1) = Ao(2),

o Vrel0,1]H(,1) =A (),

e Vse[0, 1] H(s,0) =1,

o Vsel[0,1]H(s, 1) = A.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Zauwazmy, ze 7 racji tego, ze [0, 1] X [0, 1] jest zbiorem zwartym, istnieje N € N takie, ze
(max{ls =5, lt=1} < ]%,) = (H(s, NH(s', 1) e 'L()

Teraz zdefiniujmy drogi {By |k =0,...,N -1, [ =0,...,N} ktadac By; = H o by, gdzie

(&L.1) re 05
b [0, 113 0> (8L —£4) re ]St 4]
(£.1) rels1]

dla /> 0 oraz By o(t) = (ﬁ, 1). W szczegdlnosci By = Ap.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-H. # Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Ustawmy drogi ze zbioru {By;} U {A1} w nastepujacy ciag:

Ao = Boo,Bo,1,...,Bon-1,Bon,B10,B11,....Bin,B2o,....BN-10,.. ., BN_1.N-1, BN—1 N, A1
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Wykazemy, ze warto$¢ ®(A) zdefiniowanego wzdtuz kolejnych drég w opisanym ciagu jest taka
sama, co oczywiscie pokazuje, ze wartoS¢ ®(A) wyznaczona przez droge Ag jest taka sama, co
wyznaczona prze drogg Aj.

Wartos¢ ®(A) wzdhuz danej drogi jest zdeterminowana przez wybér dobrego podziatu #p < - -+ < 1,
przedziatu [0, 1] wzorem

D(A) = FAMAt-1) ") FAG-DAl-2) ") - - FAEDAR) DA

(cho¢ wiemy juz, ze ®(A) tak na prawde nie zalezy od podzialu). WeZmy dwie drogi By i By +1
(0 <l < N —1)iwybierzmy punkty podziatu w nastgpujacy sposob:

- 1+2 N-1
0< <"'<T<W<W<"'<T<1.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-H. # Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Zaznaczone punkty sa obrazami przy odwzorowaniu by ; punktéw dobrego podziatu [0, 1] na mocy
wyboru liczby N. Ale to oznacza, ze opisany wyzej podzial daje dokladnie takie same wyniki dla
krzywej By, i dla krzywej By ;. Poniewaz wartosci H(s,0) i H(s, 1) nie zaleza od s, podobny
argument pokazuje, ze wartoS¢ ®(A) nie zmienia si¢ przy przejSciu od By do By i od By y do
Bi+1,0-

Krok 3: @ jest homomorfizmem.

Rozwazmy dwie drogi t — A(f)is — B(s) w G — pierwsza od 1 do A = A(1) i druga od 1 do
B = B(1) —iniech 7y < --- < t,, bedzie dobrym podzialem dla ¢t — A(f), a 59 < --- < s bedzie
dobrym podziatem dla s — B(s). Dalej zdefiniujmy C: [0, 1] — G ktadac

1
Ct) = B(21) re [(1), 51 ‘
AQt-1)B te];5,1]
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Nietrudno si¢ przekonaé, ze C jest droga od 1 do AB oraz ze

0 o8 oSt oL L L
7 <F < <F<3<53+3<3+3<--<

+2 (B)

=

jest dobrym podziatem dla C.
Obliczajac ®(A) i D(B) w oparciu o podziaty ty < --- < 1,159 < - -+ < 5 otrzymujemy odpowiednio

D(A) = fAAUm-1)"") At 1)Atm-2)"") - F(A)A) ) F(A1))

oraz

D(B) = f(BB(si-1)™ ) f(B(sk=1)B(sk-2)"") - - - f(B(s2)B(s1)™ ) f(B(s1)).
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Natomiast obliczajac ®(AB) w oparciu o podzial (‘B) dla drogi ¢ — C(¢) dostajemy

®(AB) = f(ABC(3 + 1)) f(C( + e + 22)7") Al + D))
xA(CHECEH) T )A(CEHCes) ™) AC3)eE) T )A(C3)
= f(ABB ' A(tn-1)"") f(Atm-1)BB ™' A(t—2)"") - - - f(A(t1)BB™")
X f(B B(si-1)"") f(B(sk—1)B(sk=2)"") - - - f(B(s2)B(s1) ") f(B(s1))

= O®(A)D(B).
Krok 4: ®|,, = /.
Wezmy A € U oraz droge [0,1] > ¢ — A() € U (zbidr U jest tukowo spéjny) od 1 do A.
Dalej niech ty < --- < t, bgdzie dobrym podzialem dla tej drogi. Indukcyjnie pokazemy, ze

O(A(1))) = f(A(t))) dla wszystkich j.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Ustalmy j. Wtedy odwzorowanie [0, 1] 3 s — A(z;s) jest droga od 1 do A(7) i %0 <. < % jest
dobrym podziatem dla tej drogi. Stad podstawiajac odpowiednie punkty podziatu dostajemy

O(A)) = fADATG-D) - fAEAM) ) f(A®R)).
Dlaj = 1 oznacza to ®(A(t1)) = f(A(t1)).
Teraz przypusémy, ze dla pewnego j > 1 mamy ®(A(t)) = f(A(t;)). Wtedy
D(A(541)) = AW DA ) FAGDAUG-1)T") - FAEAM) ™) fAM))

= fAG DAL HP(AE))

= fAG DA AG)).
Wreszcie, skoro A(j+1)A(t;) ™!, A(#) oraz iloczyn A(j+1)A(t;) ™' - A(t;) = A(tj+1) naleza do U, af jest
lokalnym homomorfizmem

(I)(A(tj+1)) :f(A(th))-

Dlaj = m otrzymujemy ®(A) = f(A).
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

Dowép

Krok 5: Jedyno§¢ homomorfizmu .

U jest otoczeniem 1 € G, a G jest spdjna, wigc G jest algebraicznie generowana przez U. Innymi
stowy kazdy element A € G jest postaci A = A; - -- Ay, dla pewnych Ay, ..., Ay € U. Zatem

DA) = D(Ay)--- PAy) = f(A1) - f(AN).

Wzér ten wyznacza ®(A) w oparciu o wartosci f na elementach U, co implikuje jedyno$¢ homo-
morfizmu O.

Krok 6: Ciagto§¢ homomorfizmu ©.

Skoro <D|,u = f, a f jest z zalozenia odwzoroqwaniem ciagtym, homomorfizm @ jest ciagly na
otoczeniu jedynki. DlaA € GiA,, —— A mamy
m—o0

D(Ay) = DAA™D(A) —— O(1)D(A) = D(A),

bo A,,A~! nalezy do U dla dowstatecznie duzych m. O
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