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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

TWIERDZENIE

Niech G i H beda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego gi b i zalézmy, ze G jest
jednospéjna. Wowczas jesli ¢: g — b jest homomorfizmem algebr Liego, to istnieje doktadnie
jeden homomorfizm ®@: G — H taki, ze dla kazdego X € g mamy ®(e¥) = e#®,

Niech (U, f) bedzie lokalnym homomorfizmem wyznaczonym przez ¢ i niech @ bedzie jego
X
jedynym rozszerzeniem do homomorfizmu G — H. Dla dowolnego X € g element e nalezy do U

dla dostatecznie duzych m, a wigc ®(en) = f(en) = e’

Jako ze @ jest homomorfizmem mamy oczywiscie
D(cX) = D(em)" = X,

Jedyno$é @ wynika z tego, ze kazdy element A € G jest postaci A = eX1 - --e* dla pewnych
X1,..., X € g, a wigc wartoSci homomorfizmu @ sg jednoznacznie zdeterminowane przez jego
wartosci na obrazie odwzorowania wyktadniczego. O
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA Op HOMOMORFIZMOW ALGEBR DO HOMOMORFIZMOW GRUP

WNIOSEK

Niech G i H begda jednospdjnymi macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i ). Wéwczas
jesli algebry g il sa izomorficzne, to grupy G i H sa izomorficzne.

Niech ¢: g = hiy: h — g beda wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami algebr Liego i niech ® i
Y beda odpowiadajacymi im homomorfizmami grup. Wtedy dla dowolnego X € g

‘I’((D(ex)) — \y(eqﬁ(X)) = eV @X) — X

Poniewaz G jest spojna, kazdy element A € G jest iloczynem eX! - - - e¥n, a wiec W(P(A)) = A dla
wszystkich A. Analogicznie ®(¥(B)) = B dla wszystkich B € H. ]

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 3/10



‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PODGRUPY 1 PODALGEBRY

PrzyYKEAD

Rozwazmy algebre Liego gl(2, C) oraz jej podzbior
b={[5&]r <R,

gdzie 6 jest liczba niewymierna. Nietrudno si¢ przekonac, ze ) jest (przemienna) algebra Liego.
Przypus$émy, ze istnieje podgrupa Liego H ¢ GL(2, C), ktérej algebra Liego jest b. Grupa ta
musiataby zawieraé zbior .
— [ 0
Ho = {[% ei‘”]

a skoro podgrupa Liego jest domknigta, takze jego domknigcie:

ﬁo = {[C(;’ e(i)s]

Ale H jest dwuwymiarowa podgrupa w GL(2, C), a wigc algebra Liego H musialaby byé co
najmniej dwuwymiarowa. Oznacza to, ze b nie moze by¢ algebra Liego zadnej podgrupy Liego
GL(2,C).
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PODGRUPY 1 PODALGEBRY

DEerINICIA

Dla dowolnej podgrupy H < GL(n, C) definiujemy algebre Liego grupy H jako

(xe gl(n,@)\we R ¥ eH).

DEerINICIA

Niech G bgdzie macierzowq grupa Liego. Podgrupe H < G nazywamy analityczna podgrupa G,
jesli

@ H jest spdjna

@ algebra Liego h) podgrupy H jest podprzestrzenia wektorowa algebry Liego g,

@ kazdy element grupy H moze zostaé zapisany w postaci eX! - - - eX» dla pewnych

X1,..--Xm €D.

@ Mozna udowodni¢, ze algebra Liego dowolnej podgrupy H < GL(n, C) jest faktycznie algebra
Liego. Nie bedziemy potrzebowali tego wyniku.
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PODGRUPY 1 PODALGEBRY

STWIERDZENIE
Niech G bgdzie macierzowq grupa Liego z algebra Liego g i niech H bedzie analityczng podgrupa
G. Wtedy algebra Liego b grupy H jest podalgebra algebry g.

Dow6p

Z zalozenia | jest podprzestrzenia w g, wigc musimy tylko wykazaé, ze ) jest zamknigta ze
wzgledu na [, -].

Niech X, Y € b. Poniewaz dla wszystkich s, f mamy eX e € H réwniez
X ya—tX _
e Ye = XY X o . s,t €R,

co oznacza, ze dla kazdego ¢ element e’ Ye=™X nalezy do . Wreszcie ) jest domknieta

podprzestrzenia, wigc
_d Kya—tX _ 1:0 1ahXya—hX _
[X, Y] = g| e  Ye ™ = }1}_1‘}1(1) (e Ye Y)

nalezy do b. O
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‘W2z6R BAKERA-CAMPBELLA-HAUSDORFFA PODGRUPY 1 PODALGEBRY

@ Bez dowodu podamy kolejne bardzo wazne zastosowanie formuty
Bakera-Campbella-Hausdorffa.

TWIERDZENIE
Niech G begdzie macierzowa grupa Liego z algebra Liego g i niech b bedzie podalgebra Liego w g.
Woéweczas istnieje doktadnie jedna analityczna podgrupa H < G, ktérej algebra Liego jest b.

@ Oczywiscie nie ma gwarancji, ze H w powyzszym twierdzeniu jest macierzowa grupg Liego
(jest nig iff jest domknigta).
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

@ Niech G begdzie macierzowa grupg Liego.

o Bedziemy rozwazaé wylacznie skonczenie wymiarowe reprezentacje I1: G — GL(V), gdzie V
jest przestrzenia wektorowa nad cialem K, ktdre sg ciagte, tj. dla dowolnego v € V funkcja
G>A - II(A)v € V jest ciagta.

@ W zaleznosci od tego czy K = R czy C méwimy o rzeczywistych i zespolonych
reprezentacjach G.

e Latwo si¢ przekonaé, ze dzigki skoficzonemu wymiarowi V warunek ciaglosci jest
réwnowazny temu, ze odwzorowanie G 3 A — II(A) € End(V) jest ciagle dla dowolnej normy
na End(V) (zawsze preferujemy norme operatorowg wyznaczong przez jaka$ norme¢ na V).

e Innymi stowy II jest reprezentacja G na V iff IT jest homomorfizmem grup Liego G — GL(V),
gdzie GL(V) oznacza grupe wszystkich odwracalnych K-liniowych operatoréw na V.

@ Czasami zamiast nazywac 11 reprezentacja bedziemy mowic, ze V jest reprezentacja G.

Innymi stowy reprezentacja bedziemy czasem nazywac przestrzen wektorows z ciaglym
dziataniem G przez operatory liniowe.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

@ Oprdcz reprezentacji grup bedziemy tez rozwazac reprezentacje algebr Liego.

DEerINICIA

Niech g bedzie algebra Liego i niech V bgdzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K.
Reprezentacja g na V nazywamy odwzorowanie liniowe 7: g — End(V) takie, ze dla dowolnych
X,Y € g mamy 7([X, Y]) = n(X)n(Y) — n(Y)n(X).

o Innymi stowy reprezentacja g jest to homomorfizm algebr Liego g — gl(V), gdzie gl(V)
oznacza algebre Liego wszystkich odwzorowan liniowych V — V z komutatorem.

@ Podobnie jak w przypadku grup, bedziemy czasem mowic, ze V jest reprezentacja g.

@ W zaleznosci od tego czy K = R czy C méwimy o rzeczywistych i zespolonych
reprezentacjach g.

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 9/10



TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

Podstawowym przyktadem reprezentacji algebry Liego jest reprezentacja stowarzyszona z
reprezentacja grupy Liego.

Niech G bgdzie macierzowq grupa Liego z algebrg Liego g i niech I1: G — gl(V) bedzie
reprezentacja (rzeczywista lub zespolong).

Wtedy istnieje doktadnie jedna reprezentacja 7: g — gl(V) taka, ze dla kazdego X € g mamy
(e¥) = ™™,

Jak wiemy reprezentacja r jest ,,pochodna’” reprezentacji Il np. w tym sensie, ze dla
dowolnego v € V mamy

aX)yv = oEe*y, Xeag.

dt =0
Kazda macierzowa grupa Liego G ma reprezentacje¢ fundamentalna (Ilub standardowa albo
definiujaca), tj. wltozenie G — GL(n, C) = GL(C"). Stowarzyszona z nig reprezentacja g jest
oczywiscie wlozeniem g — gl(n, C) = gl(C").

Szczegbélnym przyktadem pary (I1, ) — jak wyzej — jest I = Ad: G — GL(g),

m=ad: g— agl(g).
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