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POBSTANOE DENICE [T
DEerINICIA

Niech g bedzie algebra Liego i niech 7 i 7, beda reprezentacjami g na przestrzeniach V; i V, nad
tym samym ciatem. Powiemy, ze operator liniowy 7 splata reprezentacje my i mo, je§li 7: Vi — V,
taki, ze dla kazdego X € g mamy 77 (X) = mp(X)T. Reprezentacja 7| jest rownowazna 7, (co
zapisujemy m; = my), jesli istnieje odwracalny operator liniowy splatajacy 7y i 7mp. Zbidr
operatorow splatajacych m; i m, oznaczamy symbolem Mor(ry, 7).

@ Jest jasne, ze Mor(rry, m2) jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni wszystkich odwzorowan
liniowyh V| — V;, a dla reprezentacji 7: g — gl(V) zbiér Mor(r, ) (0znaczany End(r) jest
podalgebrg z jedynka w End(V).

DEerINICIA

Niech n: g — gl(V) bedzie reprezentacja. Powiemy, ze podprzestrzenn W C V jest niezmiennicza
dla 7, jesli dla kazdego X € g operator m(X) zachowuje W. Reprezentacja r jest nieprzywiedlna,
jesli jedynymi podprzestrzeniami niezmienniczymi dla 7 sa {0} i V.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

TWIERDZENIE

@ Niech G bedzie spdjng macierzowq grupa Liego z algebra Liego g i niech 11 bedzie
reprezentacja G, a m stowarzyszong z nig reprezentacja g. Wowczas I1 jest nieprzywiedlna iff
7 jest nieprzywiedlna.

@ Niech G bedzie spdjng macierzowq grupa Liego z algebra Liego g i niech I1; i I1, beda
reprezentacjami G, a 7 i mp stowarzyszonymi z nimi reprezentacjami g. Wéwczas 1 ~ I,
iff r 1 =M.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

Dowép

Ad @. Przypusémy, ze W jest wtasciwa podprzestrzenia niezmiennicza dla 7. Oznacza to, ze dla

kazdego X € gi w € W mamy n(X)w € W. Skoro eXw =™y = 3 %H(X)"W, mamy tez
n=0 "

I1(eX)w € W. Wreszcie, poniewaz G jest spjna, kazdy element A € G jest postaci eX! - - -eX» dla
pewnych X1, ..., X, a stad Aw € W. Innymi stowy, jesli 7 nie jest nieprzywiedlna, to I1 takze nie

jest nieprzywiedlna. Analogicznie, jesli W jest wtasciwa podprzestrzenia W niezmiennicza dla IT,
to dla dowolnego X € gi w € W mamy

rXw = $|_ I )w e W,

czyli jesli I nie jest nieprzywiedlna, to 7 tez nie jest nieprzywiedlna.

Ad@. Jesli Tmy(X)T™! = my(X) dla wszystkich X, to em@ -1 = gmX) czyli

TTL (eX)T~! = M, (e¥) dla wszystkich X. W §wietle spéjnosci G oznacza to, ze

TIL (AT ! = TI,(A) dla wszystkich A € G.

Odwrotnie, jesli TTI;(A)T~! = TI,(A) dla wszystkich A, to podstawiajac A = e’X i rézniczkujac w

t = 0 otrzymujemy TmX)T™! = my(X) dla kazdego X € g. O
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

Uwaca

Niech G bedzie spdjna macierzowa grupa Liego z algebra Liego g i niech II; 1 Il, beda reprezen-
tacjami G na przestrzeniach Vi i V,. Dalej niech m; i 7 beda stowarzyszonymi reprezentacjami g.
Woéwecezas dla dowolnego operatora 7: V| — V, mamy

(T S Mor(nl,nz)) — (T € Mor(I1;, Hz)).

Istotnie, jesli T (X) = mp(X)T dla wszystkich X € g, to réwniez

Tmi(X)" = mX)TmX)" ™ =+ = mX)"T,
a wiec
Te"® = 3" LTm0" = ) LmX)"T = m®T,
m=0 m=0

co pokazuje, ze TII;(A) = I1,(A)T dla wszystkich A € G, bo G jest spdjna.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

Uwaca

Z drugiej strony, tak jak w dowodzie ostatniego twierdzenia, jesli 7 € Mor(I1, I1,), to dla kazdego
X € g mamy

Te™® = TTI, (eX) = [ (e™)T = ™

dla wszystkich ¢ € R i rézniczkujac t¢ rownos¢ w ¢ = 0 otrzymujemy
T (X) = m(X)T

dla wszystkich X € g.

Jesli G nie jest spdjna, sytuacja moze wyglada¢ inaczej. Przyktadowo rozwazmy grupg O(2) i
dwie jej jednowymiarowe reprezentacje: niech I bedzie trywialna, a [15(A) = detA (A € O(2)).
Woéwcezas m; = mp = 0, a wigc Mor(rry, mp) = C (kazdy operator C — C jest splataczem). Z drugiej
strony 7: C — C splata I[1; z [, wtedy i tyko wtedy, gdy T detA = T dla wszystkich A € O(2).
Biorac A o wyznaczniku —1 otrzymujemy 7 = -7, czyli T = 0. Innymi stowy Mor(I1;, I1,) = {0}.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

o Nastgpujace stwierdzenie jest natychmiastowa konsekwencja wiasnosci uniwersalnej
kompleksyfikacji:

STWIERDZENIE

Niech g bedzie rzeczywista algebra Liego i niech 7: g — gl(V) bedzie zespolona reprezentacjq g.
Woéwczas m rozszerza si¢ jednoznacznie do C-liniowej reprezentacji gc na V.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

PRZYKEAD: PEWNE REPREZENTACIE su(2) 1 5[(2, C)

Dlas € %ZJr zdefiniujmy reprezentacje I1° grupy SU(2) na przestrzeni V; jednorodnych wielomi-
anow dwoéch zmiennych z; i z, stopnia s:

V, = span{z?*, 27 'z, ..., 2151, 25}

wzorem
AN 2D =r(A"[2]), feVs AeSUQ).
Obliczmy stowarzyszona z I1° reprezentacj¢ algebry Liego su(2). Dla X € su(2) mamy

S(X) _d HS(CtX),

dt t=0

awigcdlaf e V;
wOf (3]) = &l oA [2]).
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

PRZYKEAD: PEWNE REPREZENTACIE su(2) 1 51(2,C r")

Niech z(f) = e [2 ]. Wtedy g,| _f @) = aZI (g D3 dzy T(0) + 622 L ([a ]) (0, a skoro

dz — _vra1— _ [ Xuua+Xnz
drli=0 — X[ ] - X2111+X2212]

otrzymujemy
XN (2] = -z + Xlzzz)aa'—zfl - (X121 + XZZZZ)%-

Teraz rozszerzamy reprezentacje m° do reprezentacji kompleksyfikacji algebry su(2), tj. na cata
algebre sl(2, C). Jest ona dana dokladnie tym samym wzorem, tyle ze X € sl(2, C). W szczegdlnosci
stosujac m* do elementéw

100

{1t oo

10 0 1
welo S el o

0 i) 0 0
n'(H) = g, +Z23—Z2a X)) = —227;> () = g,
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

PRZYKEAD: PEWNE REPREZENTACIE su(2) 1 5[(2, C)

Zdefiniujmy

f;([%])=L j==s,=s+1,...,5s—1,s.

Vis+)is=!’
Wtedy {&5,...,&5} jest baza V; i na tej bazie operatory °(H), 7°(X) i n°(Y) dzialaja tak:
PX)E = G+ i) —j + DEL,.
TWE = =5 +j— D - DEL,.
m'(H)§ = =2j&;.

(przy czym n*(X)&%, = n*(Y)& = 0). W szczegblnosci wartoSci wlasne operatora m°(H) sa zawsze
liczbami catkowitymi. Ponadto jesli 7*(E)f = 0, to f jest wektorem wlasnym 7°(H) z nieujemna
wartoscia wiasna.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

PRZYKEAD: PEWNE REPREZENTACIE su(2) 1 5[(2, C)

Wykazemy teraz, ze reprezentacja m° jest nieprzywiedlna. Niech W bedzie niezerowa pod-
przestrzenia niezmiennicza dla 7° i niech w € W'\ {0}. Mozemy zapisa¢ w w bazie

)
_ N\ e
w= ) g

j=—s

i przynajmniej jeden wspétczynnik o/ jest rézny od zera. Dalej niech kg = s + max{j|a’/ # 0}.
Wtedy 7°(X) 0w ma niezerowy wspétczynnik przy wektorze bazowym &° i przy zadnym innym. W
takim razie W zawiera wektor & _, a wigc z niezmienniczoéci wynika, ze zawiera tez 7°(Y)*¢®  dla
dowolnego £, tj. catg bazg przestrzeni V.

Mozna takze wykazaé, ze kazda nieprzywiedlna reprezentacja sl(2,C) jest r6wnowazna ktorej$
reprezentacji 7.
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