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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

@ Podobnie jak to jest w przypadku reprezentacji grup, mozemy tworzy¢ sumy proste
reprezentacji algebr Liego.

@ Niech m; i mp beda reprezentacjami algebry Liego g na przestrzeniach V; i V,. Wtedy

(m®m): g3 X +—

[’”(X) € End(V, @ \V,)

m X )]

jest reprezentacjq algebry Liego g.

@ Nietrudno si¢ przekonac, ze jesli I1; i I1, sa reprezentacjami macierzowej grupy Liego G ze
stowarzyszonymi reprezentacjami jej algebry Liego m; i o, to reprezentacja stowarzyszona, z
I1; @ I1; jest my @ mp.

DEFINICIA

Powiemy, ze reprezentacja algebry lub macierzowej grupy Liego na przestrzeni V jest w pelni
redukowalna, jesli dla dowolnych podprzestrzeni niezmienniczych U i W takich, ze U ¢ W
istnieje podprzestrzefi niezmiennicza U taka, ze U c W, UNU ={0}iW =U + u.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

@ Nietrudno dowies¢ nastepujacego stwierdzenia:

STWIERDZENIE

Skoriczenie wymiarowa w petni redukowalna reprezentacja algebry lub macierzowej grupy Liego
jest rtbwnowazna sumie prostej reprezentacji nieprzywiedlnych.

@ Przypomnijmy tez pewne fakty z poprzedniego semestru:

FakTy

© Niech I1 bgdzie unitarna reprezentacja macierzowej grupy Liego na skonczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta. Wowczas 11 jest w petni redukowalna.

© Niech IT bedzie reprezentacjq zwartej macierzowej grupy Liego na skoiczenie wymiarowej
przestrzeni wektorowej V. Woweczas istnieje iloczyn skalarny na V, wzgledem ktérego IT jest
unitarna. W szczegdlnosci II jest w petni redukowalna.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

@ Niech G 1 H bgda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i b.
@ Jest jasne, ze G X H jest macierzowg grupa Liego i nietrudno si¢ przekonad, ze algebra Liego
G X Hjestg®h.

STWIERDZENIE

Niech G i H beda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g1 b i niech I1; i I, beda
skoriczenie wymiarowymi reprezentacjami G i H odpowiednio na Vj i V,. Wéwczas
Q@ odwzorowanie I1; ® [I,: G X H 5 (A, B) = I11(A) ® I[15(B) € End(V; ® V>) jest reprezentacja,

© oznaczajac przez my 1 mp reprezentacje g i b stowarzyszone z I1; i Il oraz przez m; @
reprezentacj¢ G X H stowarzyszong z I1; ® [1, mamy

memX,Y)=m(X)® ]lv2 + ]lv1 ® m(Y)

dla wszystkich (X, Y) € g® ).
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

Dowép

Punkt @ jest jasny.
Ad @. Po pierwsze dla (X, Y) € g @ h mamy

eV = (X ) e Gx H.

Dalej, poniewaz odwzorowanie V| X V, 3 (vi,v2) — vi ® v, jest dwuliniowe, korzystajac z reguty
Leibniza mamy

4] (M) @ My(e™)) = (™) @ ma(Y) + 11 (X) @ Ta(e”) = L@ ma(¥) + m(X) ® 1.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

DErINICIA
Niech g i} beda algebrami Liego i niech 7 i 1, beda reprezentacjami g i h odpowiednio na Vi i
V,. Odwzorowanie

gXhoX, ) — X)L +1mY) € gl(V; ®V,)

nazywamy zewnetrznym iloczynem tensorowym reprezentacji my i mp.

Jesli b = g, to zlozenie
g3 XH— X, X)—mX)1L +1@m((Y) egl(Vi®V,)

nazywamy iloczynem tensorowym 7| i 1;. W obu przypadkach otrzymang reprezentacje
oznaczamy symbolem 71 ® 7;.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

LEMAT ScHURA

@ Niech Vi W beda nieprzywiedlnymi rzeczywistymi lub zespolonymi reprezentacjami algebry
lub macierzowej grupy Liego i niech 7: V — W bedzie operatorem splatajacym. Wéwczas
T =01lub T jest izomorfizmem.

© Niech Vi W beda nieprzywiedlnymi zespolonymi reprezentacjami algebry lub macierzowej
grupy Liego. Wowczas przestrzen operatorOw splatajacym te reprezentacje jest
e zerowa, jesli Vi W sg nieréwnowazne,
e jednowymiarowa, jesli Vi W sa rownowazne.

© Niech V bedzie nieprzywiedlng zespolong reprezentacja algebry lub macierzowej grupy
Liego. Wtedy End(V) = C1.
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PODSTRNONE EENICIE L AKTY
WNIOSEK

@ Niech IT bedzie nieprzywiedlng zespolong reprezentacja macierzowej grupy Liego G.
Woéwczas istnieje homomorfizm A: 2°(G) — C* taki, ze dla kazdego A € Z°(G) mamy

I1A) = A(A)1.

© Niech 7 bedzie nieprzywiedlng zespolona reprezentacja algebry Liego g. Wowczas istnieje
funkcjonat 1: Z(g) — C taki, ze dla kazdego X € Z(g) mamy

n(X) = AX)1.

WNIOSEK

Nieprzywiedlna zespolona reprezentacja przemiennej algebry lub macierzowej grupy Liego jest
jednowymiarowa.
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TEORIA REPREZENTACII PODSTAWOWE DEFINICIE I FAKTY

o Korzystajac z wiedzy o zwiagzkach homomorfizméw grup i algebr Liego otrzymujemy:

TWIERDZENIE

Niech G begdzie jednospdjna macierzowa grupa Liego z algebra Liego g. Jesli m: g — gl(V) jest
reprezentacja g, to istnieje jedyna reprezentacja IT grupy G na V taka, ze T1(eX) = &™® dla
wszystkich X € g.
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TEORIA REPREZENTACII NAKRYCIA UNIWERSALNE

DEFINICIA

Niech G bedzie sp6jna macierzowa grupa Liego. Nakrycie uniwersalne G jest to jednospdjna
grupa Liego G wraz z homomorfizmem ®: G — G takim, ze

Q@ O jest surjekcja,

@ istnieje otoczenie ¢ € G odwzorowywane przez ® homeomorficznie na otoczenie e € G.

TWIERDZENIE

Niech G bedzie macierzowq grupa Liego. Wtedy

@ nakrycie uniwersalne G istnieje,

o jeéliﬁv(él, Q)i (G, D,) sa nakryciami uniwersalnymi G, to istnieje izomorfizm grup Liego
Y: Gy — Gy taki, ze ;= O, 0 WP,

Q jesliGi Gsa macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i g, to homomorfizm algebr
Liego ¢: g — g stowarzyszony z @ jest izomorfizmem.

Q JesliG Jest jednospGjna macierzowa grupa Liego z algebra Liego 3,a0:G—G jest
homomorfizmem indukujacym izomorfizm g — g, to (G, @) jest nakryciem uniwersalnym G.
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TEORIA REPREZENTACII NAKRYCIA UNIWERSALNE

PrzyYKEADY

@ Nakryciem uniwersalnym T jest R wraz z homomorfizmem R 3 ¢ > ™ € T.

@ Nakryciem uniwersalnym SO(3) jest SU(2) wraz z homomorfizmem ®: SU(2) — SO(3)
skonstruowanym w poprzednim semestrze.
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TEORIA REPREZENTACII NAKRYCIA UNIWERSALNE

@ Z udowodnionych wczesniej faktéw na temat jednospdjnych grup Liego otrzymujemy
natychmiast:

TWIERDZENIE

Niech G i H beda macierzowymi grupami Liego z algebrami Liego g i D). Przypus¢my, ze G jest
macierzowg grupa Liego i dokonajmy utozsamienia algebry Liego G z g. Niech ¢: g — ) bedzie
homomorfizmem algebr Liego. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup Liego

Y: G — H taki, ze ¢ jest stowarzyszonym z nim homomorfizmem algebr Liego.
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TEORIA REPREZENTACII NAKRYCIA UNIWERSALNE

WNIOSEK

Niech G bedzie macierzowa grupa Liego z algebra Liego g i przypus¢my, ze G takze jest
macierzowa grupa Liego. Utozsammy algebre Liego grupy G z g i niech 7r: g — gl(V) bedzie
reprezentacja g. Wowczas istnieje jedyna reprezentacja I1 grupy G na V taka, ze dla kazdego X € g

nX) =4 0ﬁ(etx).

dt lr=
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Poniewaz grupa SU(n) jest jednospdjna, skoniczenie wymiarowe reprezentacje SU(n) sa w
bijekcji z zespolonymi reprezentacjami sl(n, C).
@ Bijekcja ta zachowuje rownowazno$¢ i nieprzywiedlnos¢.

e Tak wigc, aby zbada¢ reprezentacje grupy SU(3), rozwazymy zespolone reprezentacje
algebry Liego sl(3, C).
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Algebra sl(3,C) ma baze {Hy, H», X1, X>, X3, Y1, Y2, Y3}, gdzie

o
=

H;

co o oo~
<
Il

o
e oo o

cCo— o= oo o
>
Il

—oco coo o ~o

F
Il

o~ o
>
I
co0o o ocoocoo oo
oo occoc oo~
cCoo —~oo oo o

00 OO0 OO0 O

PM. Sorman (KMMF) TG I SEMESTR LETNI 2025/2026 15/16



TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

e Mamy [H}, H;] = 0, auklady {Hy, X1, Y1} 1 {H3, X3, Y»} spelniaja reguly komutacyjne dla

rozwazanej wczesniej bazy sl(2, C):
(H, Xi] =2X;, [H;,Yi]=-2Y;, [X;,Y]=H,
dlai=1,2.

e Widzimy wigc, ze podprzestrzenie rozpinane przez uktady {H;, X, Y1} i {H>, X», Y2} sa

podalgebrami Liego izomorficznymi z sl(2, C).
o Pozostale komutatory sa takie

[H, X2] = —Xa, [Hy, Y2] = Yo, [H, X3] = X3, [Hy,Y3] = -Y3,
[H2, X1] = =X1, [Hy, Y1] =T, [H2, X3] = X3, [H>, Y3] = —Y3,
[X1, X2] = X, [X1,X3] =0, [X1,Y2]1 =0, [X1,Y3] = -T2,
[Y1,X2] =0, [Y1,X3] = Xa, [Y1, Y2] = Y3, [Y1,Y3] =0,
[X2,Y11=0, [X2, Y31 =0, [X3,Y1] = =X, [X3, V2] = Xy
oraz [X3, Y3] = H| + H>.
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