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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Poniewaz grupa SU(n) jest jednospdjna, skoniczenie wymiarowe reprezentacje SU(n) sa w
bijekcji z zespolonymi reprezentacjami sl(n, C).

@ Bijekcja ta zachowuje réwnowaznosc¢ i nieprzywiedlnosc.

o Tak wigc, aby zbadaé reprezentacje grupy SU(3), rozwazymy zespolone reprezentacje
algebry Liego sl(3, C).

@ Reprezentacje SU(3), a wigc i nieprzywiedlne zespolone reprezentacje sl(3, C)) sa w petni
redukowalne (i reprezentacje nieprzywiedlne sg skoficzenie wymiarowe)
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Algebra sl(3,C) ma baze {Hy, H», X1, X>, X3, Y1, Y2, Y3}, gdzie
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

e Mamy [H}, H;] = 0, auklady {Hy, X1, Y1} 1 {H3, X3, Y»} spelniaja reguly komutacyjne dla

rozwazanej wczesniej bazy sl(2, C):
(H, Xi] =2X;, [H;,Yi]=-2Y;, [X;,Y]=H,
dlai=1,2.

e Widzimy wigc, ze podprzestrzenie rozpinane przez uktady {H;, X, Y1} i {H>, X», Y2} sa

podalgebrami Liego izomorficznymi z sl(2, C).
o Pozostale komutatory sa takie

[H, X2] = —Xa, [Hy, Y2] = Yo, [H, X3] = X3, [Hy,Y3] = -Y3,
[H2, X1] = =X1, [Hy, Y1] =T, [H2, X3] = X3, [H>, Y3] = —Y3,
[X1, X2] = X, [X1,X3] =0, [X1,Y2]1 =0, [X1,Y3] = -T2,
[Y1,X2] =0, [Y1,X3] = Xa, [Y1, Y2] = Y3, [Y1,Y3] =0,
[X2,Y11=0, [X2, Y31 =0, [X3,Y1] = =X, [X3, V2] = Xy
oraz [X3, Y3] = H| + H>.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Niech m bedzie zespolong reprezentacja, sl(3, C).
@ Wowczas operatory n(H) 1 m(H>) sa przemienne, a wiec sg wspOlnie diagonalizowalne.

@ Stad istniejq wspdlne wektory wlasne dla n(H) i 7(H>).

DEerINICIA

Niech 7 bgdzie zespolong reprezentacja, sl(2, C) na przestrzeni V. Waga dla reprezentacji 7
nazywamy par¢ liczb zespolonych (i1, uy) taka, ze istnieje v € V \ {0} taki, ze

n(Hy)v = uyv, n(Hy)v = wov,

Taki wektor v nazywamy wektorem wagowym dla wagi (1, i42), a podprzestrzen ztozong ze
wszystkich takich wektoréw (wspdlna podprzestrzen wlasna w(H;) i 7(H,) dla wartoSci wiasnych
U1 1 pp) nazywamy podprzestrzenia wagowa reprezentacji m dla wagi (uy, (p).
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

STWIERDZENIE

© Kazda zespolona reprezentacja sl(3, C) ma co najmniej jedna wageg.

© Kazda waga jest postaci (m, my), gdzie my, my € Z.

Niech 7 bedzie zespolong reprezentacja sl(3, C) na przestrzeni wektorowej V. Zauwazmy, ze
obcinajac m do podalgebr span{H, X1, Y1} i span{H, X5, Y»} otrzymujemy zespolone reprezentacje
algebry sl(2, C), a wigc wartosci wtasne w(H) i m(H>) sa liczbami catkowitymi. Dalej operatory
n(Hy) i n(H,) sa przemienne i moga by¢é wspdlnie zdiagonalizowane, a wigc musi istnie¢
niezerowy wspOlny wektor wlasny dla n(H) i n(H>). O
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

e Rozwazmy teraz reprezentacj¢ dotaczong ad: sl(3,C) — gl(sl(3, C)).

DEerINICIA

Pierwiastkiem algebry sl(3, C) nazywamy niezerowg wage « = (a1, a,) dla reprezentacji ad.
Wektor wagowy dla pierwiastka a, tj. element Z € sl(3, C) taki, ze

[H,Z] = a1Z, [H>,Z] = anZ

nazywamy wektorem pierwiastkowym.

TWIERDZENIE

Algebra sl(3, C) ma szes¢ pierwiastkow:

(2’_1)’ (_172)’ (1’ l)’ (_29 l)’ (19_2)’ (_19_1)
@ Ponizsza tabela zawiera przyktadowe wektory wagowe Z dla wszystkich pierwiastkéw:
a || 2-D| L2 | @D |2, | 1,-2) | (-1,-1
Z| X X, X; Y| Y Y3
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DowODb TWIERDZENIA

Istnienie wymienionych w twierdzeniu pierwiastkéw sprawdzamy obliczajac nawiasy Hy 1 Hy z
wektorami Z zaproponowanymi w tabeli.

Teraz niech @ bedzie pierwiastkiem sl(3, C). Poniewaz H; i H, sa przemienne, wektor
pierwiastkowy Z dla @ mozna wybrac z podprzestrzeni span{Xi, X», X3, Y1, Y», Y3}. Tak wigc mamy
Z=YdX;+YbY;i

[Hi,a'X; + @*Xs + @ X3 + b'Y) + b*Ys + b’ Y3] = a1(a' X| + a®Xa + &> X5 + b'Y) + b°Ys + B°Y3),
[Hy,a'X) + @®*Xo + X3 + b'Y) + b Ys + b’ Y3] = an(a' Xy + a*Xo + &> X5 + DY) + b*Ys + B°Y3).
W takim razie kombinacje liniowe

a'Q-aNXi -dA+a)Xa +a>(1 —a))Xz = b'Q2 +a))Y; +b*(1 — a))Ys — b3 (1 + a1)Y3,
—d'A+ @)X - Q2+ )Xo +a>(1 — )Xz — b' (1 — @2)Y1 = P Q2 + an)Ys — b (1 + 2 Y3

musza by¢é zerowe. i
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TwiErRDZENIE 1

Niech @ = (a1, ay) bedzie pierwiastkiem i niech Z, bedzie odpowiadajacym mu wektorem
pierwiastkowym. Niech 7 bedzie zespolong reprezentacja sl(3, C) i niech u = (my, m;) bedzie waga
dla 7, a v wektorem wagowym dla u. Wéwczas n(Z,)v = 0 lub n(Z,)v jest wektorem wagowym
dla y+ a = (m; + ay, up + @2).

Dow6p

Z relacji [Hy, Zy] = a1Z, otrzymujemy n(H)n(Z,) — n(Zy)n(Hy) = a1n(Z,), a wigc

n(H)(n(Za)v) = (7(Zo)n(H,) + a17(Z,))v
= n(Zo)mv + a1n(Zy)v = (my + a)n(Zy)v

i tak samo 7(H,)(n(Zy)v) = (my + ap)n(Zy)v. |
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TWIERDZENIE 2

Niech 7: sl(3,C) — gl(V) bedzie nieprzywiedlng zespolona reprezentacja. Wéwczas V jest suma
prosta podprzestrzeni wagowych dla 7.

Dowép

Niech W begdzie suma prosta wszystkich podprzestrzeni wagowych dla 7. Wtedy W # {0}, bo 7 ma
pewna wage. Ponadto W jest podprzestrzenia niezmiennicza dla 7:

@ operatory n(H,) i m(H,) oczywiscie zachowuja W,
o dla X € {X1,X», X3, Y1, Y», Y3} operator n(X) przeprowadza wektory wagowe na inne wektory
wagowe (lub zero). O
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

@ Wyréznijmy dwa pierwiastki:
aV=02,-1) a?=(-1,2).

@ Bedziemy je nazywaé pierwiastkami prostymi.

e Dowolny pierwiastek mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa o i o? z catkowitymi
wspdtczynnikami ny, n, takimi, ze nyny > 0.
o Konkretnie:
2,-1) =o', (-2,1) = o'V, (1,1) =o'V +a?,
(-1,2) = a2, 1,-2) = —a?, (-1,-1) = =o'V — 2.

@ Dokonany przez nas wybdr pierwiastkéw prostych nie jest jedynym o powyzszej wlasnosci
(np. para (—a'V, —a®) takze pozwala wyrazi¢ kazdy pierwiastek w podobny sposéb).
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TEORIA REPREZENTACII

Pierwiastki algebry sl(3, C)

@ =(-1,2)

(=2,1) oD =2,-1)

1,-2)

-2
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DEerINICIA

Niech u i v beda wagami dla pewnej reprezentacji algebry sl(3, C). Powiemy, Ze u jest wyzsza niz
v (zapis: u > v), jesli istnieja rzeczywiste a, b > 0 takie, ze

H—v= aaV + ba®.
Wage u dla 7 nazwiemy najwyzsza, jesli dla kazdej wagi y’ dla 7 mamy u > y’.

@ Relacja > jest czgSciowym porzadkiem na zbiorze wag.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DEerINICIA

Zespolong reprezentacje m algebry sl(3, C) na przestrzeni V nazywamy reprezentacja, cykliczna
najwyzszej wagi u = (my, mp), jesli istnieje v € V \ {0} taki, ze

@ v jest wektorem wagowym dla y,

o n(Xy)v=nX)v =0,

@ najmniejsza podprzestrzefi niezmiennicza dla  zawierajaca v jest rowna V.

Wektor v nazywamy cyklicznym dla reprezentacji 7.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TWIERDZENIE 3

Niech 7: sl(3,C) — gl(V) bedzie reprezentacjq cykliczna najwyzszej wagi yu. Wtedy
© 7 ma najwyzsza wage U,
© podprzestrzeri wagowa dla y jest jednowymiarowa.

Uwaca

Relacja > na zbiorze wag dla danej reprezentacji jest tylko czgs§ciowym porzadkiem, a wigc moga
istnie¢ wagi, ktérych nie da si¢ poréwnac. Tak wigc istnienie najwyzszej wagi w reprezentacji
cyklicznej najwyzszej wagi u jest nietrywialnym faktem — wszystkie inne wagi dla takiej
reprezentacji sa poréwnywalne z u i u jest od nich wyzsza. Jest jasne, ze najwyzsza waga dla danej
reprezentacji jest jedyna — wynika to z antysymetrii relacji >.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DowODb TWIERDZENIA

Niech v € V bedzie wektorem cyklicznym dla 7 i niech W bedzie podprzestrzenia rozpigta przez
wszystkie wektory postaci

ﬂ-(Yil)ﬂ-(Yiz)' . 'ﬂ-(Yi,,)va ne Z+’ il’- .- ’in € {1a2}

Podprzestrzenn W jest oczywiscie niezmiennicza dla operatoréw n(Y7) i n(Y3), a wigc takze dla
n(Y3) = [n(Y1), n(Y2)].

Podprzestrzen W jest takze niezmiennicza dla operatoréw m(H) i n(H3), bo F i F, sa wektorami
pierwiastkowymi, a wigc przeprowadzaja wektor wagowy (wspdlny wektor wlasny m(H;) 1 w(H>))
na wektor wagowy (lub zero). Stad kazdy wektor postaci n(Y; )n(Y;,)---n(¥; )v jest wspSlnym
wektorem wlasnym 7w(Hy) i n(H>).

Ponizej pokazemy, ze W jest takze niezmiennicza dla operatoréw m(X1) i 7(X2).
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DowODb TWIERDZENIA

Niech w = n(Y; )n(Y;,) - - - n(Y;, )v. Aby pokazaé, ze n(X;)w, n(X2)w € W zastosujemy indukcje po
n.Dlan =0mamyw =via(X;)v =a(Xo)v=0¢e W.

Teraz niech n > 0. Przypomnijmy, ze
(X1, Y11 =H;, [X2,Y1]=0=[X1,Y>2], [Xa,Y>2]=Ho,

awigcdlai,j € {1, 2} mamy n(X;)n(Y;) = n(Y))n(X;) + H;j, gdzie H;; jest pewnym elementem zbioru
{H1, H»,0}. Wynika stad, ze

rXDw = n(X)r(Y; )n(Y;,) - - - n(Y; v = 7Y )n(Xpn(Yy,) - - - 7Y )v + 7n(H; jm(Yi )n(Yy,) - - - 7 (Y v,

pierwszy sktadnik po prawej stronie nalezy do W na mocy zatozenia indukcyjnego, a drugi na mocy
rozumowania przedstawionego wczesniej. To pokazuje, ze operatory m(X;) i m(X) zachowuja W.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

DowODb TWIERDZENIA

WykazaliSmy juz, ze W jest niezmiennicza dla kazdego z operatoréw
n(Hy), n(Hp), n(Yy), n(Y2), n(Xy), n(Xz),

a w konsekwencji takze dla [7(X}), m(X,)] = m(X3). Wynika stad, ze W jest podprzestrzenia niezmi-
ennicza dla reprezentacji 7.

Z konstrukcji W wynika, zZe jest ona najmniejsza podprzestrzenia niezmiennicza zawierajaca v, a
wigc W = V. Oznacza to, ze V jest rozpinana przez wektor wagowy v dla wagi u i wektory postaci
n(Yi)n(Y;,) - - n(Y;,)v, ktére sa wektorami wagowymi dla wag (Scisle) nizszych niz p (konkretnie,
n(Y;)n(Y;,) - - - m(Y; )v jest wektorem wagowym dla wagi u — @) — - - — ")), W szczegdInosci u
jest najwyzsza waga dla .

Wreszcie skoro V = Span{{v} U (wektory wagowe dla nizszych wag)}, podprzestrzeri wagowa dla u
musi by¢ jednowymiarowa. |
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TWIERDZENIE 4
Kazda skoriczenie wymiarowa nieprzywiedlna zespolona reprezentacja algebry sl(3, C) jest
reprezentacja cykliczng z najwyzsza waga.

Dowép

Niech 7 bgdzie nieprzywiedlng zespolona reprezentacja, sl(3, C). WykazaliSmy juz, ze « jest jest
suma prosta podprzestrzeni wagowych, a skoro jest skoficzenie wymiarowa, wag jest skoriczenie
wiele. W konsekwencji musi istnie¢ maksymalna waga u tj. taka, ze nie istnieje waga y’ # u
spetniajaca > u. To jeszcze nie znaczy, ze u jest najwyzsza. Oznacza to jednak, ze jesli v jest
wektorem wagowym dla y, to 1(X;) i 7(X;) muszg zerowac v (inaczej m(E;)v bytby wektorem
wagowym dla wagi u + o scisle wyzszej niz ). Dalej, skoro 7 jest nieprzywiedlna, najmniejsza
podprzestrzen niezmiennicza zawierajaca (niezerowy) wektor v musi by¢ cata przestrzenia
reprezentacji m, a wigc r jest cykliczna i ma najwyzsza wage (wszystkie pozostale sa postaci

u —kaW — 1a® dla pewnych k, 1 € Z,., (k, 1) # (0,0)). O
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