Teor1A GrUP Il — WwYKEAD 15.
Wybziat. Fizykr UW

Piotr M. Sottan

Katedra Metod Matematycznych Fizyki

Semestr letni 2025/2026

PM. Sorman (KMMF) TG II



TWIERDZENIE 5

Kazda cykliczna reprezentacja sl(3, C) z najwyzsza waga jest nieprzywiedlna.

Niech 7 : sl(3,C) — gl(V) bedzie reprezentacja cykliczng z najwyzsza waga u i niech v bedzie
wektorem wagowym dla u (takim jak w definicji reprezentacji najwyzszej wagi ). Wiemy, ze
rozktada si¢ na sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych, a wigc

V= EnB Vi,
i=1

gdzie Vi, ..., V, sa nieprzywiedlnymi podprzestrzeniami niezmienniczymi. Twierdzenie 2 méwi,
ze kazda V; jest suma prosta podprzestrzeni wagowych, a wigc podprzestrzeih wagowa dla
najwyzszej wagi u musi by¢ waga ktorejs z reprezentacji V;. Z drugiej strony podprzestrzen
wagowa dla ¢ w V jest jednowymiarowa (twierdzenie 3), czyli v jest jedynym wektorem wagi u (z
doktadnoscia do proporcjonalnosci. W szczegdlnosci v musi naleze¢ do V;. Skoro najmniejsza
podprzestrzenia, niezmiennicza zawierajaca v jest V, otrzymujemy V; = V, a wigc 7 jest
nieprzywiedlna. m|

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 2/11




TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TWIERDZENIE 6

Dwie nieprzywiedlne reprezentacje z ta sama najwyzsza waga sa rownowazne.

Dowép

Niech 7: sI(3,C) — gl(V)ip: sl(3,C) — gl(W) beda nieprzywiedlne o tej samej najwyzszej
wadze u i niech v € V, w € W beda wektorami cyklicznymi dla 7 i p (jak w definicji).

Rozwazmy reprezentacje 7 ® p na V @ W i wektor (v, w) € V @ W. Teraz niech 6 bedzie
podreprezentacja wyznaczong przez najmniejsza niezmiennicza, podprzestrzen U c Ve W
zawierajaca (v, w). Jest jasne, ze 6 jest cykliczna z najwyzsza waga u, a wigc na mocy twierdzenia
5, jest ona nieprzywiedlna. Zauwazmy tez, ze rzutowania Py: VOW - ViPy: VW - W
splataja m @ p odpowiednio z 7 1 p, a w konsekwencji PV|U € Mor(6, ) 1 PW|U € Mor(8, p). Co
wigcej operatory te sa niezerowe, gdyz przeprowadzaja, (v, w) odpowiednio na v i w. Oznacza to, ze
reprezentacje m i 6 sa rGwnowazne i reprezentacje p i 6 sa rOwnowazne, a Wigc m = p. m|
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

TWIERDZENIE 7

Niech 7 bedzie nieprzywiedlna zespolong reprezentacja, sl(3, C). Wowczas najwyzsza waga dla &
jest postaci u = (my, my) dla pewnych m,m, € Z,.

Dow6p

Wiemy juz, ze u = (my, my) dla pewnych m, m, € Z. Musimy pokazaé, ze liczby te sa nieujemne.

Reprezentacja 7 obcigta do kazdej z podalgebr span{H, X1, Y1} 1 span{H,, X5, Y>} jest
reprezentacja sl(2, C). Dalej, jesli v jest wektorem wagowym dla najwyzszej wagi reprezentacji 7,
to 1(X1)v = 1(X,)v = 0. Wynika stad, ze wartosci wlasne m; i m, operatoréw m(H,) i 7(H;) na
wektorze v s nieujemne. |
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PopsuMowANIE

© Kazda nieprzywiedlna zespolona reprezentacja sl(3, C) jest cykliczna reprezentacja, z
najwyzsza waga.

© Kazda cykliczna reprezentacja sl(3, C) z najwyzsza waga jest nieprzywiedlna.

© Dwie nieprzywiedlne reprezentacje z ta sama najwyzsza waga sa rownowazne.

© Najwyzsza waga nieprzywiedlnej zespolonej reprezentacji sl(3, C) jest postaci u = (my,mo)
dla pewnych my,m; € Z,.

© Dla dowolnych m,m, € Z, istnieje zespolona reprezentacja sl(3, C) najwyzszej wagi
(my, my).

@ Ponizej zajmiemy si¢ jedynym nie udowodnionym jeszcze punktem @.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKEAD — REPREZENTACJA NAJWYZSZEJ WAGI (0, 0)

Trywialna reprezentacja
sI(3,C) 2 x +—> 0 € gI(C)

jest nieprzywiedlna i jest jasne, ze jest to reprezentacja najwyzszej wagi (0, 0). Wektorem
cyklicznym jest dowolny niezerowy wektor v € C.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKEAD — REPREZENTACJA NAJWYZSZEJ WAGI (1, 0)

Rozwazmy tréjwymiarowa reprezentacje definiujaca 7r: sl(3,C) — gl(C?). Reprezentacja ta jest
nieprzywiedlna, gdyz jesli V ¢ C? jest podprzestrzenia niezmiennicza i v = ae; + e + yes jest
niezerowym wektorem, to (@, ,y) # (0,0, 0). Operatory m(X;)n (Y1), m(X2)n(Y2) i m(X3)m(Y3) sa
rzutami na osie wspotrzgdnych, a wigc ktéry$ wektor bazowy nalezy do V.

@ JeSlieg €V, to ey = m(Yy)e; oraz e3 = n(Y3)e; €V,

@ jeslie; € V,to ey = m(Xy)ep oraz e3 = m(Ya)er €V,

@ jesliez € V, to ey = m(X3)e3 oraz ey = m(Xp)es € V.
Oznacza to, ze V zawiera baze przestrzeni C3, czyli V = C3.

Baza standardowa C> jest wspdlng baza wtasna dla n(H,) i m(H,),a konkretnie wektory ey, e; i e3
sa wektorami wagowymi z wagami (1,0), (-1,1) 1 (0, —1). Mamy tez

L0 -(-1,13=¢® i 1,0-@©,-1)=ac"+e?,

skad natychmiast wynika, ze (1, 0) jest najwyzsza waga dla 7. Wektorem cyklicznym jest np. es.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKLAD — REPREZENTACJA NAJWYZSZEJ WAGI (0, 1)

Niech 7: sl(3,C) — gl(C?) bedzie reprezentacja definiujaca i rozwazmy reprezentacje

7 sl(3,C) 3 x — —m(X)T € gl(C3)

(T oznacza transpozycje). Podobnie jak m, reprezentacja ta jest nieprzywiedlna.

Wektory ey, e i e3 bazy standardowej C? sa wektorami wagowymi dla 7¢ z wagami odpowiednio
(-1,0), (1,-1)1 (0, 1) i mamy

0, 1)-(-1,00=aP+a® i (0,1)-(1,-1)=0a?,

czyli (0, 1) jest najwyzsza waga dla n°. Ponownie wektorem cyklicznym jest np. wektor e3.
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKLAD — REPREZENTACJA NATWYZSZEJ WAGI (1], 11>)

Niech 7 i n° nadal oznaczajq reprezentacje najwyzszej wagi (1,0) i (0, 1) opisane powyzej i oz-
naczmy przestrzeii C>, na ktérej obie dziataja symbolami V (dla rr) i V° (dla 7°).

NaV®---9VeV'®---®V’ mamy reprezentacje 7, », zdefiniowana wzorem

mj my

Ty, @) =1 @ Ly ® - @Ly @ Lye @ Lye @ -+ - @ Lye

+Ily 7)) Q- Ly Ny @ Ty ® - - -

+IyRly®---
+Iyly®---
+IylLly®---

+1Iy®1y®

RAX) Ly @ Tye @ - - -
QILydT X)Ly ® - -+
QILy@Lye @ (x) @ - -+

® Tye

® Tye
® Tye
® Tye

e @Ty BTy @ Lye ® - - - ® °(x).
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKLAD — REPREZENTACJA NATWYZSZEJ WAGI (1], 11>)

Niech v i v¢ bedg wektorami wagowymi najwyzszej wagi dla i n°. Wéwczas

Wiy, =V® - @VOV' ®---®V°

my nmy
jest wektorem wagowym dla 7,,, ,,, Wagi (mj, my). Ponadto
ﬂml,mz(Xl)le,mz =0 oraz ﬂml,mz(X2)Vm1,m2 =0.

Co prawda reprezentacja 7, ,,, hie jest nieprzywiedlna (chyba ze (m;,my) € {(1,0), (0, 1)}), ale
mozemy zdefiniowaé¢ W jako najmniejsza podprzestrzen niezmienniczg dla 7, ,,, zawierajaca wek-
tor Vi, .m,- WOwczas W wyznacza nieprzywiedlna reprezentacje

Ty my = 13, C) — gl(W)
najwyzszej wagi (my, my).
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TEORIA REPREZENTACIIT Reprezentacie SU(3)

PRZYKLAD — REPREZENTACJA NATWYZSZEJ WAGI (1], 11>)

e Dla dowolnych (m;, my) istnieje reprezentacja I, ,,, grupy SU(3) taka, ze
Ty @) = 55|, _oTlmy.my (€%) dla wszystkich x € su(3).

@ Jest to konsekwencjg ogélnych twierdzen (SU(3) jest spdjna i jednospdjna).
@ Reprezentacje Piy,, ,,, mozna tez skonstruowac¢ wprost jako odpowiednia podreprezentacje
iloczynu tensorowego H?’g‘ ® H?"fz, gdzie

e II; g jest reprezentacja definiujaca SU(3) na C°,
o Ilp; = Hi,O'

PM. Sorman (KMMF) TG II SeMESTR LETNI 2025/2026 11/11



	Teoria reprezentacji
	Reprezentacje SU(3)


