Rozwigzania zadan z kolokwium

Rozwigzanie 1. Dowodzimy =>: Jesli 21, 25, 23 sa wspotliniowe, to zo — 21 1 23 — 29 sa propor-
cjonalne 7z rzeczywistym wspolezynnikiem proporcjonalnosci (traktujemy liczby zespolone jak

punkty R?), zatem
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Jesli wezmiemy t; = —1, to = a+1, t3 = —a otrzymujemy zestaw t1, to, t3 spelniajacy wymaga-
ne rownosci. W druga strone (<) bierzemy t1, to, t3 takie, ze t1+to+t3 = 0, t121+to20+1323 = 0.
Przyjmijmy, ze t; # 0 (ktére$ ¢ musi by¢ rézne od zera) wtedy
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Wektory zo — 21 1 23 — 29 sa wiec proporcjonalne z rzeczywistym wspoétczynnikiem proporcjo-
nalnosci, zatem z1, 2o, 23 leza na jednej proste;j.

Rozwigzanie 2. Obserwujemy, ze bz = bz i nieréwno$é a + bz + bz + c|z|? > 0 przepisujemy
W postaci

a+2R(bz) + c|z|> > 0.
Dla z = 0 otrzymujemy a € R, a > 0. Poniewaz 2R(bz) € R, to takze a + c|z|> € R i skoro
a € R, to takze ¢ € R. Obserwujemy réwniez, ze ¢ > 0, bo gdyby bylo ¢ < 0, to dla 2 o
wystarczajaco duzym module nieréwnosé a + 2% (bz) + c|z|? > 0 nie bylaby speiona.
Zapiszmy teraz b i z w postaci biegunowej: b = pe'¥, z = re?. Wtedy R(b2) = prcos(y) — ).
Nieréwnos¢ przyjmuje wiec postac:

a+ 2prcos(o — 1) +cr? > 0.
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Lewa strone potraktujmy jak tréjmian kwadratowy wzgledem 7. Jesli nieréwnos¢ ta ma by¢
spelniona dla wszystkich r to wspotczynnik przy najwyzszej potedze musi by¢ nieujemny ¢ > 0.
Obserwujemy ponadto, ze suma i iloczyn pierwiastkow opisane sg wzorami
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Dodatni iloczyn oznacza, ze oba pierwiastki (jesli sa rzeczywiste) sa tego samego znaku. Po-
niewaz ¢ jest dowolne, moze sie zdarzy¢ tak (dla pewnych z), Ze suma pierwiastkéw bedzie
dodatnia, czyli oba pierwiastki dodatnie. To oznaczaloby, ze nierownos¢ nie bedzie spetniona
gdyz pomiedzy pierwiastkami warto$¢ trojmianu bedzie ujemna. Musimy wiec zapewnic, ze nie
istniejg rzeczywiste pierwiastki tego tréjmianu. Obliczmy wyrdznik:

A = 4p? cos* (¢ — 1) — 4ca < 0

P’ cos®(p — ) < ca
Z dowolnoéci ¢ wynika, ze cos?(p — 1) moze przyjmowaé dowolng warto$é z odcinka [0, 1],
nieréwnos¢ musi wiec by¢ spetniona dla najwigkszej z nich cos?(¢ — ) = 1, czyli

1b]> = p? < ca.

Sprawdzmy jeszcze, czy mozemy dopusci¢ ¢ = 0. Gdy ¢ = 0 nieréwnosé¢ przyjmuje postaé
a+2R(bz) >0

i jest spetniona dla wszystkich z tylko jesli takze b = 0. Ostatecznie nasze warunki to

a>0,c>0i|b?<ac

Rozwigzanie 3. Miejsca zerowe mianownika to 1, 1, 3, ¢, —i. Latwiej nam bedzie na razie uzy¢
liczb zespolonych. Utamki proste nad C
6zt — 1723 + 132° — 92 + 3 A B C D E
PP -2 4T0-3) @12 @=1 @=3) @=9 @ti
Po doprowadzeniu do wspélnego mianownika mamy
L A@=3)(2*+ 1)+ Bx—1)(z—-3)(2*+ 1)+ C(x — 1)*(2* 4+ 1)
B (22 +1)(23 — 52?2 + Tz — 3)
_I_D(x —1D*z-3)(z+1)+ E(x—1)*(x — 3)(x —1)
(22 + 1) (23 — 522 + Tz — 3) '
Wielomiany stopnia 4 sa rowne jesli ich wartosci sg jednakowe w przynajmniej pieciu réznych
punktach. Porownujemy liczniki utamkéw w punktach 1, 3, ¢, —i, O:
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Podstawiamy
1 2 3 +
12 =1 (@=3) " (w—i)  (r+i
i dodajemy dwa ostanie utambki:
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Rozwiazanie 4. Skoro P jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych, to z cata pew-
noscig jego pierwiastkiem procz liczby zp = a + bi jest liczba zZy = a — bi. Podstawmy teraz zg

do wzoru na P i sprawdzmy czego si¢ mozna dowiedzie¢ o wspotczynnikach:

P(a+ib) = a*+4a’bi—6a*b* —4ab*i+b"+p(a+bi)+q = (a*+b*—6a*b*+pa+q)+i(4a*b—4ab®+pb) = 0

Liczba zespolona jest réwna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy czesé rzeczywista i urojona sg rowne
zero. Mamy wiec dwa réwnania:

at + bt — 662 +pa+q=0 4a3b — 4ab® + pb =0
Z drugiego z nich wynika (przy b # 0), ze
p = 4a(b? — a?)
i wtedy z pierwszego mamy
q = 3a* + 2a%* — b7,

Ostatecznie

P(z) = 2* + 4a(b? — a®)x + 3a* + 2a%V* — b*.
Wiemy juz, ze pierwiastkami P sa zg = a + bi i Zy = a — bi. Wielomian P jest wiec podzielny
przez (x —a—bi)(x —a+bi) = 22— 2ax + a® +b?. Oznaczmy pozostale dwa pierwiastki przez 2,
zo. Sa one albo oba rzeczywiste, albo wzajemnie sprzezone. Ponadto zg+ Zg+ 21 + 22 = 0 (wzory
Viette’a) czyli 21 + 20 = —2a. Wiadomo tez (wzory Viette'a), ze 21202020 = 3a* + 2a*b* — b,
Skoro zpZy = a®+b? to 2125 = 3a%—b2. Okazuje sie wiec, Ze 21, 2 spelniaja réwnanie kwadratowe

2+ 2ax + 3a* — b* = 0,

zatem

21 = —a+ Vb —2a2, zo=—a—Vb*—2ad°

Jedli b — 2a? < 0 to rozwigzania sg zespolone.

Rozwigzanie 5. Sprawdzamy, czy wektory vy, vy, v3 rozpinaja przestrzenn wektorows R3. W
tym celu zastepujemy uktad wektorow (v, vs,v3) przez uklad rownowazny, tzn rozpinajacy te
samg przestrzen. Dane wektory zapisujemy w macierzy (jako jej kolumny):

2 3 1
12
-3 -5 1
Wyrdznionej jedynki uzywamy do wyzerowania pozostatych elementéw w drugim wierszu, tzn.
(1) zastepujemy przez (1) + (3), a wektor (2) zastepujemy przez (2) + 2 - (3). Nastepnie wektor
(1) zastepujemy réznica (1) — (2):
2 3 1 3 5 1 -2 5 1
1 2 Hj|{~|0 0 1|~ 0 0 -1
-3 -5 1 -2 -3 1 -3 1
Wyréznionej jedynki uzywamy teraz do wyzerowania pozostalych wyrazow trzeciego wiersza
zastepujac (2) przez (2) + 3 - (1) i (3) przez (3) — (1). Dalej jedynki w pierwszym wierszu
uzywamy do wyzerowania pozostatych wyrazow w pierwszym wierszu:
-2 5 1 —2 3 01 0
0 0 -1|~|l 0 0 =1|~|l00 -1
-3 1 1 0 0 10 0

Po tych wszystkich operacjach otrzymaliémy niemal baze kanoniczng w R®, znaczy to, ze
(v1,v2,v3) TOZPinaja R3. Szukamy teraz liczb rzeczywistych al, o?, o takich, ze

Tr = alvl + a2v2 + a3v3

czyli
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Do rozwigzania mamy wiec uktad réwnan:
20t + 302 +a® = 6
al +2a% — 1a3
—3a! —ba? +a* = -7

|
)

Dowolnie wybrang metoda otrzymujemy rozwigzanie a! = 1, o? =1, o® = 1.



