1. WYKEAD

1.1. Definicja ciala.

Definicja 1.1. Cialem nazywamy piatke (F,+,0,-,1) sktadajaca sie z

zbioru [,

odwrzorowania + :F xF 3 (o, 8) m a4+ B €F,
wyréznionego elementu 0 € F,

odwzorowania - : F xF 3 (o, ) — - B €F,
wyréznionego elementu 1 € F

spetniajaca nastepujace warunki:

(1)

(2)

(3)

(a) a+ =0+ « dla wszystkich o, 5 € [,
a+ (B8+7) = (a+ B) +~ dla wszystkich «, 3,y € F,
a+ 0= « dla wszystkich o € F,
dla kazdego « € [ istnieje element § € F taki, ze a4+ 3 = 0;
a-fB =0« dla wszystkich o, 8 € F,
a-(B-v)=(a-p)- v da wszystkich a, 8,7y € F,
a -1 =« dla wszystkich a € F,
(d) dla kazdego « € F takiego, ze o # 0 istnieje element 3 € F taki, ze o - 8 = 1;
dla wszystkich o, 8,y € F

a-(B+7)=(a-f)+(a-7)

(b)
(©)
(d)
(a)
(b)
()
d)

1.1.1. Uwagi. Niech (F,+,0,,1) bedzie cialem.

(1)

Odwzorowanie («, 8) — a + @ nazywamy dodawaniem, a element 0 nazywamy zerem lub
elementem neutralnym dodawania.

Odwzorowanie («, 8) — « - nazywamy mnozeniem, a element 1 nazywamy jedynkg lub
elementem neutralnym mnozenia.

Dla « € [ element 3 taki, ze a 4+ 3 = 0 oznaczamy symbolem —« i nazywamy elementem
przeciwnym do «.

Dla o € F\ {0} element §3 taki, ze - 3 = 1 oznaczamy symbolem o~ lub 1 i nazywamy
elementem odwrotnym do o.

Wilasnosé (1a) z Definicji 1.1 nazywamy przemiennoscig dodawania.

Wiasnosé (1b) z Definicji 1.1 nazywamy #gcznosciq dodawania.

Wtasnos$¢ (2a) z Definicji 1.1 nazywamy przemiennosciq mnozenia.

Witasnos¢ (2b) z Definicji 1.1 nazywamy fgcznosciq mnozenia.

Wlasnosé (3) z Definicji 1.1 nazywamy rozdzielnoscig mnozenia wzgledem dodawania.
Zazwyczaj opuszczamy symbol mnozenia i wyrazenia postaci « - 0 zapisujemy jako af.
Najczesciej zaktadamy rowniez, ze 1 # 0.

1.2. Przyklady cial.

(1)

(2)

Niech F bedzie zbiorem dwuelementowym. Nazwijmy jeden z elementéw F zerem, a drugi
jedynka. Dziatania definiujemy tak:

040=0, 0-0=0,
04+1=1, 0-1=0,
14+0=1, 1-0=0,
1+1=0, 1-1=1.

Otrzymujemy cialo, ktére oznaczamy symbolem Zs.
Niech p bedzie liczba pierwsza. Niech | = {0, 1,2,...,p— 1}. Definiujemy dziatania
+p:ﬂ7xﬂ79(a,ﬁ)»—>a+p6€ﬂ'_,
s FxF3(a,8)—a-,B€elF

[



kladac
o+, = reszta z dzielenia a + 3 przez p,

o -, = reszta z dzielenia o3 przez p.

Otrzymane ciato oznaczamy symbolem Z,. Zazwyczaj opuszczamy tez indeks “p” przy

symbolach mnozenia i dodawania w tym ciele.

(3) Zbior Q liczb wymiernych jest ciatem ze standardowymi operacjami dodawania i mnozenia.

(4) Zbior R liczb rzeczywistych jest cialem ze standardowymi operacjami dodawania i mnoze-
nia.

(5) Oznaczmy przez Q(v/2) zbior liczb rzeczywistych postaci a+£v/2, gdzie o, 3 € Q. Wowcezas
Q(v/2) jest cialem z operacjami dodawania odziedziczonymi ze zbioru liczb rzeczywistych.

1.3. Cwiczenia.
e Inne przyklady cial,
e tabelki dodawania i mnozenia,
e rozwiazywanie prostych rownan i uktadow rownan w ciatach (ew. niemoznosé rozwigzania,).

WIELOMIANY

Definicja 1.2. Niech [ bedzie cialem. Wielomianem o wspdtczynnikach z F nazywamy formalny
napis postaci
f=ao+ a1 X+ ¥+ -+ a, X",
gdzien € Z, ag,a,...,a, € F1a, #0. Niekeidy stosujemy tez zapis f(X) zamiast f.
Zbior wielomianéw o wspolezynnikach z F oznaczamy symbolem F[X].

Zbiér wielomianéw o wspolczynnikach z ciata ma bardzo szczegélna strukture. Wielomiany
mozna dodawac i mnozy¢ (jak?). Dodawanie wielomianéw jest przemienne i taczne, a wielomian ze-
rowy 0 jest elementem neutralnym dodawania wielomianéw. Podobnie mnozenie wielomianéw jest
przemienne i laczne, a wielomian 1 jest elementem neutralnym dla mnozenia. Ponadto mnozenie
wielomianéw jest rozdzielne wzgledem dodawania. Jednak F[X] nie jest cialem (jesli przyjmiemy
zalozenie 7z uwagi 1.1.1(11)).

Jest jeszcze jeden ciekawy element struktury zbioru F[X]. niezerowemu wielomianowi

f=ao+aiX+aX¥?+ -+, X"
mozemy przypisa¢ dodatnig liczbe calkowita n. Liczbe te nazywamy stopniem wielomianu f i
oznaczamy symbolem deg f. Stopien wielomianu zerowego definiujemy jako —oo.
Stwierdzenie 1.3. Niech F bedzie ciatem i niech f,g € F[X]. Wowczas
(1) deg(f +g) < max{deg f,deg g},
(2) deg fg =deg f + degg.

1.4. Dzielenie wielomianéw. Stwierdzenie 1.3 bedzie przydatne dla dowodu nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 1.4 (O dzieleniu wielomianow). Niech | bedzie ciatem i niech f, g € F[X]. Zatdzmy,
ze g #0. Wdwczas istniejg wielomiany q,r € F[X] takie, ze
f=q9+r oraz degr < degg. (1)

Ponadto wielomiany q i v sq wyznaczone jednoznacznie przez warunki (1).

Dowdd. Stosujemy metode indukcji matematycznej. Dla deg f < degg warunki (1) sa spelnione
przez ¢q = 0ir = f. Zalézmy teraz, ze n = deg f > degyg, i ze twierdzenie jest prawdziwe dla
wielomianéw [’ takich, ze deg f’ < n. Niech

f = 0(0+Oélx+ "'an:{na

9= o+ BiX+ - BuX™ @



3

Rozwazmy wielomian h = f — g—" n—mg. Rozpisujac f 1 g zgoduie z (2) widzimy, ze degh < n.
Zatem istnieja p i r takie, ze h = pg + r i degr < degg. Teraz, skoro
f=h+§=x"""g=(p+ §=X""")g+r

Qn

wielomiany ¢ = p+ 5=X"""™ i r spelniajg warunki (1).
Udowodnilismy wiec istnienie rozktadu (1). Jedynosé wielomianow ¢ i r jest rowniez latwa:
przypusémy, ze f = ¢'g + ', gdzie degr’ < deg g. Oznacza to, ze

q9+r=qg+r.
Lub

(¢—d)g=r"—r 3)
Rozwazmy teraz stopien lewej strony (3). Jesli ¢’ # ¢, to 6w stopien jest wiekszy lub rowny deg g.
Z drugiej strony stopieni prawej strony (3) jest mniejszy lub rowny max{degr, degr'} < degg. Tak
wiec przypuszczenie, ze ¢ # q prowadzi do sprzecznosci, a w konsekwencji mamy g = ¢/. W takim
razie lewa strona (3) jest réwna 0, a co za tym idzie r = 7', O

1.5. Pierwiastki wielomianow.
Definicja 1.5. Niech F bedzie ciatem i niech f € F(X):
F(X) =+ X+ aX? 4+ +a, X"
(1) Wartoscig wielomianu f w & € F nazywamy skalar
ag+ 1€+ + -+ g
Wartos¢ f w & oznaczamy symbolem f(£).

(2) Pierwiastkiem f nazywamy taki skalar £ € F, ze f(£) = 0.
Twierdzenie 1.6 (Bezout). Niech F bedzie cialem i niech f € F[X]. Wiwczas & € F jest pier-
wiastkiem wielomianu [ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian g € F[X] taki, ze

f=&=8g. (4)

Dowdd. Jesli zapis (4) jest mozliwy, to oczywiscie f(£) = 0. Zaldézmy wiec, ze £ jest pierwiastkiem
f 1 podzielmy wielomian f przez (X —¢). Mamy

f = (x - g)g + 7,
gdzie r € F[X] jest wielomianem stopnia mniejszego niz X — &, czyli wielomianem statym. Biorac
warto§¢ obu stron w £ otrzymujemy r = 0. 0

Whiosek 1.7. Wielomian stopnia n moze mieé¢ co najwyzej n-pierwiastkdw.

Definicja 1.8. Niech F bedzie cialem i niech f € F[¥]. Niech £ € F bedrie pierwiastkiem
wielomianu f. Krotnoscig pierwiastka £ nazywamy najwieksze n € N takie, ze istnieje g € F[X]
taki, ze

f=&=-9"g.
Ciato F nazwiemy algebraicznie domknietym, jesli kazdy wielomian f € F[X] ma n pierwiastkow
liczac z krotno$ciami (pierwiastek krotnosci k liczymy jako k pierwiastkow).

1.6. Zadania.

(1) Przekonaj sie o prawdziwosci wszystkich stwierdzen zawartych w akapicie po definicji 1.2.
(2) Podaj dowod stwierdzenia 1.3.



