
1. Wykªad

1.1. De�nicja ciaªa.

De�nicja 1.1. Ciaªem nazywamy pi¡tk¦ (F,+, 0, ·, 1) skªadaj¡c¡ si¦ z

• zbioru F,
• odwzorowania + : F× F 3 (α, β) 7→ α + β ∈ F,
• wyró»nionego elementu 0 ∈ F,
• odwzorowania · : F× F 3 (α, β) 7→ α · β ∈ F,
• wyró»nionego elementu 1 ∈ F

speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

(1) (a) α + β = β + α dla wszystkich α, β ∈ F,
(b) α + (β + γ) = (α + β) + γ dla wszystkich α, β, γ ∈ F,
(c) α + 0 = α dla wszystkich α ∈ F,
(d) dla ka»dego α ∈ F istnieje element β ∈ F taki, »e α + β = 0;

(2) (a) α · β = β · α dla wszystkich α, β ∈ F,
(b) α · (β · γ) = (α · β) · γ dla wszystkich α, β, γ ∈ F,
(c) α · 1 = α dla wszystkich α ∈ F,
(d) dla ka»dego α ∈ F takiego, »e α 6= 0 istnieje element β ∈ F taki, »e α · β = 1;

(3) dla wszystkich α, β, γ ∈ F

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ).

1.1.1. Uwagi. Niech (F,+, 0, ·, 1) b¦dzie ciaªem.

(1) Odwzorowanie (α, β) 7→ α + β nazywamy dodawaniem, a element 0 nazywamy zerem lub
elementem neutralnym dodawania.

(2) Odwzorowanie (α, β) 7→ α · β nazywamy mno»eniem, a element 1 nazywamy jedynk¡ lub
elementem neutralnym mno»enia.

(3) Dla α ∈ F element β taki, »e α + β = 0 oznaczamy symbolem −α i nazywamy elementem

przeciwnym do α.
(4) Dla α ∈ F \ {0} element β taki, »e α · β = 1 oznaczamy symbolem α−1 lub 1

α i nazywamy
elementem odwrotnym do α.

(5) Wªasno±¢ (1a) z De�nicji 1.1 nazywamy przemienno±ci¡ dodawania.

(6) Wªasno±¢ (1b) z De�nicji 1.1 nazywamy ª¡czno±ci¡ dodawania.

(7) Wªasno±¢ (2a) z De�nicji 1.1 nazywamy przemienno±ci¡ mno»enia.

(8) Wªasno±¢ (2b) z De�nicji 1.1 nazywamy ª¡czno±ci¡ mno»enia.

(9) Wªasno±¢ (3) z De�nicji 1.1 nazywamy rozdzielno±ci¡ mno»enia wzgl¦dem dodawania.

(10) Zazwyczaj opuszczamy symbol mno»enia i wyra»enia postaci α · β zapisujemy jako αβ.
(11) Najcz¦±ciej zakªadamy równie», »e 1 6= 0.

1.2. Przykªady ciaª.

(1) Niech F b¦dzie zbiorem dwuelementowym. Nazwijmy jeden z elementów F zerem, a drugi
jedynk¡. Dziaªania de�niujemy tak:

0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0,

0 + 1 = 1, 0 · 1 = 0,

1 + 0 = 1, 1 · 0 = 0,

1 + 1 = 0, 1 · 1 = 1.

Otrzymujemy ciaªo, które oznaczamy symbolem Z2.
(2) Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Niech F =

{
0, 1, 2, . . . , p− 1

}
. De�niujemy dziaªania

+p : F× F 3 (α, β) 7−→ α +p β ∈ F,

·p : F× F 3 (α, β) 7−→ α ·p β ∈ F
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kªad¡c

α +p β = reszta z dzielenia α + β przez p,

α ·p β = reszta z dzielenia αβ przez p.

Otrzymane ciaªo oznaczamy symbolem Zp. Zazwyczaj opuszczamy te» indeks �p� przy
symbolach mno»enia i dodawania w tym ciele.

(3) Zbiór Q liczb wymiernych jest ciaªem ze standardowymi operacjami dodawania i mno»enia.
(4) Zbiór R liczb rzeczywistych jest ciaªem ze standardowymi operacjami dodawania i mno»e-

nia.
(5) Oznaczmy przez Q(

√
2) zbiór liczb rzeczywistych postaci α+β

√
2, gdzie α, β ∈ Q. Wówczas

Q(
√

2) jest ciaªem z operacjami dodawania odziedziczonymi ze zbioru liczb rzeczywistych.

1.3. �wiczenia.

• Inne przykªady ciaª,
• tabelki dodawania i mno»enia,
• rozwi¡zywanie prostych równa« i ukªadów równa« w ciaªach (ew. niemo»no±¢ rozwi¡zania).

Wielomiany

De�nicja 1.2. Niech F b¦dzie ciaªem. Wielomianem o wspóªczynnikach z F nazywamy formalny
napis postaci

f = α0 + α1X + α2X
2 + · · ·+ αnXn,

gdzie n ∈ Z+, α0, α1, . . . , αn ∈ F i αn 6= 0. Niekeidy stosujemy te» zapis f(X) zamiast f .
Zbiór wielomianów o wspóªczynnikach z F oznaczamy symbolem F[X].

Zbiór wielomianów o wspóªczynnikach z ciaªa ma bardzo szczególn¡ struktur¦. Wielomiany
mo»na dodawa¢ i mno»y¢ (jak?). Dodawanie wielomianów jest przemienne i ª¡czne, a wielomian ze-
rowy 0 jest elementem neutralnym dodawania wielomianów. Podobnie mno»enie wielomianów jest
przemienne i ª¡czne, a wielomian 1 jest elementem neutralnym dla mno»enia. Ponadto mno»enie
wielomianów jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania. Jednak F[X] nie jest ciaªem (je±li przyjmiemy
zaªo»enie z uwagi 1.1.1(11)).

Jest jeszcze jeden ciekawy element struktury zbioru F[X]. niezerowemu wielomianowi

f = α0 + α1X + α2X
2 + · · ·+ αnXn

mo»emy przypisa¢ dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ n. Liczb¦ t¦ nazywamy stopniem wielomianu f i
oznaczamy symbolem deg f . Stopie« wielomianu zerowego de�niujemy jako −∞.

Stwierdzenie 1.3. Niech F b¦dzie ciaªem i niech f, g ∈ F[X]. Wówczas

(1) deg(f + g) ≤ max
{
deg f,deg g

}
,

(2) deg fg = deg f + deg g.

1.4. Dzielenie wielomianów. Stwierdzenie 1.3 b¦dzie przydatne dla dowodu nast¦puj¡cego
twierdzenia:

Twierdzenie 1.4 (O dzieleniu wielomianów). Niech F b¦dzie ciaªem i niech f, g ∈ F[X]. Zaªó»my,

»e g 6= 0. Wówczas istniej¡ wielomiany q, r ∈ F[X] takie, »e

f = qg + r oraz deg r < deg g. (1)

Ponadto wielomiany q i r s¡ wyznaczone jednoznacznie przez warunki (1).

Dowód. Stosujemy metod¦ indukcji matematycznej. Dla deg f < deg g warunki (1) s¡ speªnione
przez q = 0 i r = f . Zaªó»my teraz, »e n = deg f ≥ deg g, i »e twierdzenie jest prawdziwe dla
wielomianów f ′ takich, »e deg f ′ < n. Niech

f = α0 + α1X + · · ·αnXn,

g = β0 + β1X + · · ·βmXm (2)
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Rozwa»my wielomian h = f − αn

βm
Xn−mg. Rozpisuj¡c f i g zgodnie z (2) widzimy, »e deg h < n.

Zatem istniej¡ p i r takie, »e h = pg + r i deg r < deg g. Teraz, skoro

f = h + αn

βm
Xn−mg =

(
p + αn

βm
Xn−m

)
g + r,

wielomiany q = p + αn

βm
Xn−m i r speªniaj¡ warunki (1).

Udowodnili±my wi¦c istnienie rozkªadu (1). Jedyno±¢ wielomianów q i r jest równie» ªatwa:
przypu±¢my, »e f = q′g + r′, gdzie deg r′ < deg g. Oznacza to, »e

qg + r = q′g + r′.

Lub
(q − q′)g = r′ − r. (3)

Rozwa»my teraz stopie« lewej strony (3). Je±li q′ 6= q, to ów stopie« jest wi¦kszy lub równy deg g.
Z drugiej strony stopie« prawej strony (3) jest mniejszy lub równy max{deg r, deg r′} < deg g. Tak
wi¦c przypuszczenie, »e q′ 6= q prowadzi do sprzeczno±ci, a w konsekwencji mamy q = q′. W takim
razie lewa strona (3) jest równa 0, a co za tym idzie r = r′. �

1.5. Pierwiastki wielomianów.

De�nicja 1.5. Niech F b¦dzie ciaªem i niech f ∈ F(X):

f(X) = α0 + α1X + α2X
2 + · · ·+ αnXn.

(1) Warto±ci¡ wielomianu f w ξ ∈ F nazywamy skalar

α0 + α1ξ + α2ξ
2 + · · ·+ αnξn.

Warto±¢ f w ξ oznaczamy symbolem f(ξ).
(2) Pierwiastkiem f nazywamy taki skalar ξ ∈ F, »e f(ξ) = 0.

Twierdzenie 1.6 (Bezout). Niech F b¦dzie ciaªem i niech f ∈ F[X]. Wówczas ξ ∈ F jest pier-

wiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian g ∈ F[X] taki, »e

f = (X− ξ)g. (4)

Dowód. Je±li zapis (4) jest mo»liwy, to oczywi±cie f(ξ) = 0. Zaªó»my wi¦c, »e ξ jest pierwiastkiem
f i podzielmy wielomian f przez (X− ξ). Mamy

f = (X− ξ)g + r,

gdzie r ∈ F[X] jest wielomianem stopnia mniejszego ni» X− ξ, czyli wielomianem staªym. Bior¡c
warto±¢ obu stron w ξ otrzymujemy r = 0. �

Wniosek 1.7. Wielomian stopnia n mo»e mie¢ co najwy»ej n-pierwiastków.

De�nicja 1.8. Niech F b¦dzie ciaªem i niech f ∈ F[X]. Niech ξ ∈ F b¦dzie pierwiastkiem
wielomianu f . Krotno±ci¡ pierwiastka ξ nazywamy najwi¦ksze n ∈ N takie, »e istnieje g ∈ F[X]
taki, »e

f = (X− ξ)ng.

Ciaªo F nazwiemy algebraicznie domkni¦tym, je±li ka»dy wielomian f ∈ F[X] ma n pierwiastków
licz¡c z krotno±ciami (pierwiastek krotno±ci k liczymy jako k pierwiastków).

1.6. Zadania.

(1) Przekonaj si¦ o prawdziwo±ci wszystkich stwierdze« zawartych w akapicie po de�nicji 1.2.
(2) Podaj dowód stwierdzenia 1.3.


