2. WYKLAD

Twierdzenie 2.1. Niech f € R[X]. Wowczas istniejg n,m € Z4, p1,...,Pn,q1 -+, qm € N oraz
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Dowdéd tego twierdzenia wynika natychmiast z zasadniczego twierdzenia algebry, ktérym za-
jmiemy sie pdzniej.

Definicja 2.2. Niech F bedzie cialem. Wielomian f € F[X] nazwiemy rozkfadalnym, jesli istnieja
wielomiany g, h € F[X] takie, ze degg,degh > 01 f = gh. Wielomian jest nierozktadalny, jesli nie
jest rozktadalny.

Jest jasne, ze kazdy wielomian mozna zapisac¢ jako iloczyn wielomianéw nierozkladalnych (in-
dukcja). Twierdzenie 2.1 moéwi, ze nad R wielomiany nierozkadalne moga by¢ tylko stopnia 1 lub
2.

Definicja 2.3. Niech F bedzie cialem.

(1) Funkcja wymierna nad F jest to klasa napisu
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gdzie P € F[X], a Q € F[X]\ {0} wzgledem relacji
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(2) Utamek prosty nad F jest to funkcja wymierna nad F postaci
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dzie degr < degg i wielomian ¢ jest nierozktadalny.

Przyktadami utamkéw prostych nad R sa
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ale ostatnia funkcja nie jest utamkiem prostym nad C.
Nastepne twierdzenie mowi jak wyglada rozktad dowolnej funkcji wymiernej na sume utamkow
prostych nad cialem R.

Twierdzenie 2.4. Niech [ bedzie funkcjq wymierng nad R. Woiwczas istniejg w, P,Q € R[X]
takie, ze Q # 0,
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jest rozktadem Q na czynniki nierozktadalne, to istniejg rzeczywiste state
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takie, ze
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Przyktadami rozkladéw z twierdzenia 2.4 sa:
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2.1. Dygresja. Niech [ bedzie cialem. Oprécz wielomianéw mozemy rozwazaé réwniez napisy
postaci
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Nazywamy je formalnymi szeregami potegowymi o wspdtczynnikach z F. Zbiér formalnych sz-
eregdw potegowych o wspotezynnikach z F oznaczamy symbolem [F(X). Formalne szeregi potegowe
mozemy dodawaé i mnozy¢ podobnie jak wielomiany: dla
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Oczywiscie mozna uwaza¢ wielomiany za szczegdlne szeregi potegowe. W szczegdlnosci mozna
zadaé¢ pytanie o analog twierdzenia o dzieleniu wielomianéw w kontekscie F(X). Mamy

Twierdzenie 2.5. Niech f € F(X) i niech g € F[X] bedzie rdzny od 0. Wéwczas istniejg g € F(X)
and r € F[X] takie, Ze

f=q9+r oraz degr < degg.

Proponujemy czytelnikowi przemy$lenie dowodu tego twierdzenia.



CIALO LICZB ZESPOLONYCH

Zdefiniujmy dwa odwzorowania
R* x R? > ((a,b), (¢,d)) — (a,b) + (c,d) € R?,
R* x R* 3 ((a,b), (¢,d)) — (a,b) - (c,d) € R?
wzorami
(a,0) + (c+d)=(a+c,b+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Stwierdzenie 2.6.
(1) Wzory (1) definiujg przemienne i tgczne dodawanie i mnozenie na zbiorze R2.
(2) Elementem neutralnym dodawania jest (0,0).
(3) Elementem neutralnym mnozenia jest (1,0).
(4) Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Stwierdzenie 2.7. Niech (a,b) € R\ {(0,0)}. Wowczas istnieje element (c,d) € R?* taki, Ze
(a,b) - (¢,d) = (1,0).
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Stwierdzenia 2.6i 2.7 méwia nam, ze zbiér R? z dzialaniami zdefiniowanymi wzorami (1) i
wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0) jest ciatem.

Definicja 2.8. Zbior R? z dziataniami (1) i wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0) nazywamy
ciatem liczb zespolonych. Cialo to oznaczamy symbolem C.

2.2. Definicje, oznaczenia i notacja. Element (1,0) € C oznaczamy symbolem 1, a element
(0,1) € C oznaczamy symbolem i. Odwzorowanie ¢ : R 3 a — (a,0) jest zanuzeniem ciala liczb
rzeczywistych w cialo liczb zespolonych. Mamy

1(a+b) =1(a) +2(b), oraz 1(ab) = 1(a)(d),
atakze 1(0) = (0,0)i+(1) = (1, 0). Dzieki zanuzeniu 2 mozemy uwazac R za podzbior (i podciato) C.
Mozemy réwniez mnozy¢ liczby zespolone przez liczby rzeczywiste. Bedziemy stosowaé nastepujaca
uproszczong notacje:
1(a)(c,d) = a(c, d).
Od razu widzimy, ze przy takiej notacji, kazda liczba zespolona moze byé jednoznacznie zapisana
w nastepujacy sposéb:
(a,b) = al + bi,
co zazwyczaj bedziemy skraca¢ do a + bi. Notacja ta jest bardzo wygodna w rachunkach. Za-
uwazmy, ze
2 =—1. (2)
Teraz, pamietajac rownanie (2) mozemy na przykltad tatwo odtworzy¢ regute mnozenia liczb ze-
spolonych:
(a,0)(c,d) = (a + bi)(c+ di)
= ac + adi + bic + bdi?
= (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd, ad + be).

W notacji tej element neutralny dodawania (0,0) € C zapisujemy po prostu jako 0.

Od teraz bedziemy oznaczaé liczby zespolone pojedynczymi literami: z € C. Jak juz wspom-
nieliSmy kazda liczbe zespolona z mozemy zapisa¢ jako z = a+bi, gdzie a,b € R. Liczby rzeczywiste
a1 b nazywamy odpowiednio czescig rzeczywistq i cze$cig urojong liczby z i oznaczamy symbolami

a =Rz, b=Sz.



