
2. Wykªad

Twierdzenie 2.1. Niech f ∈ R[X]. Wówczas istniej¡ n, m ∈ Z+, p1, . . . , pn, q1 . . . , qm ∈ N oraz

λ, ξ1, . . . , ξn, β1, . . . , βm, γ1, . . . , γm ∈ R takie, »e

f(X) = λ

n∏
k=1

(X− ξk)pk

m∏
l=1

(X2 + βlX + γl)ql

oraz β2
l < 4γl dla l = 1, . . . ,m.

Dowód tego twierdzenia wynika natychmiast z zasadniczego twierdzenia algebry, którym za-
jmiemy si¦ pó¹niej.

De�nicja 2.2. Niech F b¦dzie ciaªem. Wielomian f ∈ F[X] nazwiemy rozkªadalnym, jesli istniej¡
wielomiany g, h ∈ F[X] takie, »e deg g,deg h > 0 i f = gh. Wielomian jest nierozkªadalny, je±li nie
jest rozkªadalny.

Jest jasne, »e ka»dy wielomian mo»na zapisa¢ jako iloczyn wielomianów nierozkªadalnych (in-
dukcja). Twierdzenie 2.1 mówi, »e nad R wielomiany nierozkadalne moga by¢ tylko stopnia 1 lub
2.

De�nicja 2.3. Niech F b¦dzie ciaªem.

(1) Funkcja wymierna nad F jest to klasa napisu

f =
P

Q
,

gdzie P ∈ F[X], a Q ∈ F[X] \ {0} wzgl¦dem relacji(P

Q
∼ P ′

Q′

)
⇐⇒

(
PQ′ = P ′Q

)
.

(2) Uªamek prosty nad F jest to funkcja wymierna nad F postaci

f =
r

gk
,

dzie deg r < deg g i wielomian g jest nierozkªadalny.

Przykªadami uªamków prostych nad R s¡

1
X− 1

,
10

X− 10)3
,

−7
X11

,
X + 2
X2 + 1

,

ale ostatnia funkcja nie jest uªamkiem prostym nad C.
Nast¦pne twierdzenie mówi jak wygl¡da rozkªad dowolnej funkcji wymiernej na sum¦ uªamków

prostych nad ciaªem R.

Twierdzenie 2.4. Niech f b¦dzie funkcj¡ wymiern¡ nad R. Wówczas istniej¡ w,P, Q ∈ R[X]
takie, »e Q 6= 0,

f = w +
P

Q

i deg P < deg Q. Ponadto, je±li

Q(X) = λ

n∏
k=1

(X− ξk)pk

m∏
l=1

(X2 + βlX + γl)ql

jest rozkªadem Q na czynniki nierozkªadalne, to istniej¡ rzeczywiste staªe

{Aj
i} i=1,...,n

j=1,...,pi

, {Bs
r} r=1,...,m

s=1,...,qr

, {Cs
r} r=1,...,m

s=1,...,qr

1



2

takie, »e

P (X)
Q(X)

=
A1

1

(X− ξ1)p1
+

A2
1

(X− ξ1)p1−1
+ · · ·+ Ap1

1

(X− ξ1)

+
A1

2

(X− ξ2)p2
+

A2
2

(X− ξ2)p2−1
+ · · ·+ Ap2

2

(X− ξ2)
...

+
A1

n

(X− ξn)pn
+

A2
n

(X− ξn)pn−1
+ · · ·+ Apn

n

(X− ξn)

+
B1

1X + C1
1

(X2 + β1X + γ1)q1
+

B2
1X + C2

1

(X2 + β1X + γ1)q1−1
+ · · · Bq1

1 X + Cq1
1

(X2 + β1X + γ1)

+
B1

2X + C1
2

(X2 + β2X + γ2)q2
+

B2
2X + C2

2

(X2 + β2X + γ2)q2−1
+ · · · Bq2

2 X + Cq2
2

(X2 + β2X + γ2)
...

+
B1

mX + C1
m

(X2 + βmX + γm)qm
+

B2
mX + C2

m

(X2 + βmX + γm)qm−1
+ · · · Bqm

m X + Cqm
m

(X2 + βmX + γm)
.

Przykªadami rozkªadów z twierdzenia 2.4 s¡:

X2 + 4X + 1
X3 + 2X2 − X− 2

=
−1

X + 2
+

1
X + 1

+
1

X− 1
,

X4 + X2 + 1
X(X2 + 1)2

=
1
X

+
−X

(X2 + 1)2
.

2.1. Dygresja. Niech F b¦dzie ciaªem. Oprócz wielomianów mo»emy rozwa»a¢ równie» napisy
postaci

∞∑
n=0

αnXn.

Nazywamy je formalnymi szeregami pot¦gowymi o wspóªczynnikach z F. Zbiór formalnych sz-
eregów pot¦gowych o wspóªczynnikach z F oznaczamy symbolem F(X). Formalne szeregi pot¦gowe
mo»emy dodawa¢ i mno»y¢ podobnie jak wielomiany: dla

f =
∞∑

n=0

αnXn, f =
∞∑

n=0

βnXn

mamy

f + g =
∞∑

n=0

γnXn, fg =
∞∑

n=0

δnXn,

gdzie γn = αn + βn (n ∈ Z+) i

δn =
n∑

k=0

αkβn−k.

Oczywi±cie mo»na uwa»a¢ wielomiany za szczególne szeregi pot¦gowe. W szczególno±ci mo»na
zada¢ pytanie o analog twierdzenia o dzieleniu wielomianów w kontek±cie F(X). Mamy

Twierdzenie 2.5. Niech f ∈ F(X) i niech g ∈ F[X] b¦dzie ró»ny od 0. Wówczas istniej¡ q ∈ F(X)
and r ∈ F[X] takie, »e

f = qg + r oraz deg r < deg g.

Proponujemy czytelnikowi przemy±lenie dowodu tego twierdzenia.
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Ciaªo liczb zespolonych

Zde�niujmy dwa odwzorowania

R
2 × R2 3

(
(a, b), (c, d)

)
7−→ (a, b) + (c, d) ∈ R2,

R
2 × R2 3

(
(a, b), (c, d)

)
7−→ (a, b) · (c, d) ∈ R2

wzorami

(a, b) + (c + d) = (a + c, b + d),

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad + bc).
(1)

Stwierdzenie 2.6.

(1) Wzory (1) de�niuj¡ przemienne i ª¡czne dodawanie i mno»enie na zbiorze R2.

(2) Elementem neutralnym dodawania jest (0, 0).
(3) Elementem neutralnym mno»enia jest (1, 0).
(4) Mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania.

Stwierdzenie 2.7. Niech (a, b) ∈ R \ {(0, 0)}. Wówczas istnieje element (c, d) ∈ R2 taki, »e

(a, b) · (c, d) = (1, 0).

Dowód. (c, d) =
(

a
a2+b2 , −b

a2+b2

)
. �

Stwierdzenia 2.6i 2.7 mówi¡ nam, »e zbiór R2 z dziaªaniami zde�niowanymi wzorami (1) i
wyró»nionymi elementami (0, 0) i (1, 0) jest ciaªem.

De�nicja 2.8. Zbiór R2 z dziaªaniami (1) i wyró»nionymi elementami (0, 0) i (1, 0) nazywamy
ciaªem liczb zespolonych. Ciaªo to oznaczamy symbolem C.

2.2. De�nicje, oznaczenia i notacja. Element (1, 0) ∈ C oznaczamy symbolem 1, a element
(0, 1) ∈ C oznaczamy symbolem i. Odwzorowanie ı : R 3 a 7→ (a, 0) jest zanu»eniem ciaªa liczb
rzeczywistych w ciaªo liczb zespolonych. Mamy

ı(a + b) = ı(a) + ı(b), oraz ı(ab) = ı(a)ı(b),

a tak»e ı(0) = (0, 0) i ı(1) = (1, 0). Dzi¦ki zanu»eniu ı mo»emy uwa»a¢ R za podzbiór (i podciaªo) C.
Mo»emy równie» mno»y¢ liczby zespolone przez liczby rzeczywiste. B¦dziemy stosowa¢ nast¦puj¡c¡
uproszczon¡ notacj¦:

ı(a)(c, d) = a(c, d).
Od razu widzimy, »e przy takiej notacji, ka»da liczba zespolona mo»e by¢ jednoznacznie zapisana
w nast¦puj¡cy sposób:

(a, b) = a1 + bi,
co zazwyczaj b¦dziemy skraca¢ do a + bi. Notacja ta jest bardzo wygodna w rachunkach. Za-
uwa»my, »e

i2 = −1. (2)

Teraz, pami¦taj¡c równanie (2) mo»emy na przykªad ªatwo odtworzy¢ reguª¦ mno»enia liczb ze-
spolonych:

(a, b)(c, d) = (a + bi)(c + di)

= ac + adi + bic + bdi2

= (ac− bd) + (ad + bc)i = (ac− bd, ad + bc).

W notacji tej element neutralny dodawania (0, 0) ∈ C zapisujemy po prostu jako 0.
Od teraz b¦dziemy oznacza¢ liczby zespolone pojedynczymi literami: z ∈ C. Jak ju» wspom-

nieli±my ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z mo»emy zapisa¢ jako z = a+bi, gdzie a, b ∈ R. Liczby rzeczywiste
a i b nazywamy odpowiednio cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i cz¦±ci¡ urojon¡ liczby z i oznaczamy symbolami

a = <z, b = =z.


