6. WYKEAD
6.1. Podprzestrzenie.

Definicja 6.1. Podprzestrzenig w X nazywamy podzbiér Y C X taki, ze z dziatlaniami odziedz-
iczonymi z X zbiér Y jest przestrzenia wektorowa nad [F.

Niech X bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem F. Dla podzbioréw A, B C X definiujemy
A+B={z+ylozec A yec B}

Dla a € F definiujemy
aA = {OZI"IE € A}.

Stwierdzenie 6.2. Niech X bedzie przestrzeniq wektorowg nad ciatem F i niech Y C X. Wowczas
Y jest podprzestrzeniq wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich o, € F mamy

aY +BY C Y. (1)

Dowdd. Jeli Y jest podprzestrzenia, to dla dowolnych y1,y2 € Y mamy y; + y2 € Y. Podobnie
dla dowolnego o € F i y € Y mamy ay € Y. Widaé¢ stad od razu, ze dla dowolnych «,3 € F
zachodzi (1).
Zalozmy teraz, ze dla dowolnych a, 8 € F spelniony jest warunek (1). Wybierajac o = § =1
otrzymujemy
Y+YCY

Innymi stowy dla dowolnych y1,y2 € Y mamy y; + yo € Y. Oznacza to, ze operacja wektoroéw z
X definiuje dodawanie w ramach zbioru Y.

Podobnie wybierajac 6 = 0 dostajemy oY C Y. Innymi stowy dla dowolnego y € Y i dowolnego
a € F mamy ay € Y. Tak wiec mnozenie przez skalary elementéw X definiuje mnozenie przez
skalary elementéw Y. Ponadto 0 € Y, bo 0 = 0 - y dla kazdego y. Tak samo dla kazdego y € Y
mamy —y = (—1) -y € Y, wiec wektor przeciwny do dowolnego y € Y nalezy do Y. Poniewaz
operacje dodawania i mnozenia przez skalary spelniajg warunki z definicji przestrzeni wektorowej,
warunki te sa rowniez spelnione, gdy obetniemy operacje do podzbioru Y. O

6.1.1. Uwags.

(1) Kazda przestrzeri wektorowa X ma dwie, tak zwane trywialne, podprzestrzenie, a mi-
anowicie X C X i {0} C X.

(2) Jesli Y jest podprzestrzenia skoriczenie wymiarowej przestrzeni X, to Y jest skoriczenie
wymiarowa i dimY < dim X. Wynika to z tego, ze kazda baza Y jest ukladem liniowo
niezaleznym w X, wiec ma mniej wektoréow niz dim X. Ponadto jesli dimY = dim X, to
Y = X, bo kazda baza Y jest ukladem dim X liniowo niezaleznych wektoréow w X, wiec
na mocy stwierdzenia 5.8(1) z wyktadu 5., jest takze baza X

Twierdzenie 6.3. Niech X bedzie przestrzenig wektorowg nad ciatem F i niech (Y’)zez bedzie
rodzing podprzestrzeni w X. Wowczas
Y=Y,

1€L
jest podprzestrzenig X .

Dowdd. Wezmy dowolne a, 5 € F i dowolne y1,y2 € Y. Innymi stowy y1,y2 € Y, dla wszystkich
1 € T. Stad kombinacja ay; + By2 nalezy do Y, dla wszystkich » € Z, czyli

ayr + PBy2 €Y.
oznacza to, ze aY + Y C Y. O

Stwierdzenie 6.4. Niech X bedzie przestrzenig wektorowq nad ciatem F i niech S C X. Wowczas

(1) istnieje najmniejsza podprzestrzent przesirzeni X zawierajgca S.
(2) spanS jest najmniejszq podprzestrzeniq przestrzeni X zawierajgcq S.
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Dowdéd. Ad (1). Niech (Y;)zEI bedzie rodzing wszystkich podprzestrzeni zawierajacych S. Rodzina
ta jest niepusta, gdyz X jest jedng z takich podprzestrzeni. Niech
Y =Y.
1€T
7 twierdzenia 6.3 wiemy, ze Y jest podprzestrzenig. Kazda podprzestrzen Y’ zawierajaca S musi

nalezeé¢ do rodziny (Y,), o> Wiec Y C Y'. Z drugiej strony Y zawiera S, bo kazda podprzestrzen

2 (V,),o; zawiera S. Oznacza to, ze Y jest najmniejsza podprzestrzenia X zawierajaca S.

Ad (2). Jest jasne, ze span S jest podprzestrzenia (“kombinacja liniowa kombinacji liniowych jest
kombinacja liniowa”), i ze zawiera S. Wiec span S zawiera najmniejszg podprzestrzen zawierajaca
S. Ale jesli jakas podprzestrzen Y zawiera S, to zawiera kazda kombinacje liniowg elementéw S,
a co za tym idzie, musi zawieraé¢ span S. Widaé wiec, ze span S jest najmniejsza podprzestrzenia
zawierajaca S. 0

6.2. Sumy podprzestrzeni.

Stwierdzenie 6.5. Niech | bedzie ciatem i niech X bedzie przestrzeniqg wektorowq nad F. Niech
Y1 1 Ys bedqg podprzestrzeniami X. Wowczas Y1 + Yo jest podprzestrzenig X.

Dowdd. Niech a, 8 € F. Mamy
a(Y1 +Y2) + B(Y1 4 Y2) = {a(yr + y2) + By +v5) |[y1.y1 € Y1, 2,95 € Ya}
= {ay1 + ayz + Byl + Bys |y1, vh € Y, ya,y5 € Yo}
= {ay1 + ByL + ayz + Bys |y1, 44 € Y, ya,y5 € Yo}
= {(ay1 + By1) + (ay2 + Bys) |y1. 45 € Y, y2,y5 € Yo}
C {21—|—22‘z1 €Yy, 29 EYQ} =Y +Y.
O

Definicja 6.6. Niech | bedzie cialem i niech X bedzie przestrzenia wektorowg nad F. Niech Y7 i
Y5 beda podprzestrzeniami przestrzeni X. Podprzestrzen Y7 + Y5 nazywamy sumq podprzestrzeni
Y1 iYs.

Lemat 6.7. Niech X bedzie przestrzeniqg wektorowqg nad ciatem F i niech Y1 ¢ Yo bedq podprzes-
trzeniami X takimi, ze Y1NYy = {0}. Niech Sy C Yy 1Sy C Ya bedq uktadami liniowo niezaleznymi
w Yy i Yy, Wowczas S1 U S, jest uktadem liniowo niezaleznym w X.

Dowdd. Zalézmy, ze mamy kombinacje liniowa

m

> gz + > By =0
k=1 =1

dla pewnych z1,...,2, € S11iy1,...,Ym € So. Inaczej

m

> gz => (—Bu. (2)
k=1

1=1
Lewa strona (2)nalezy do Y7, natomiast prawa do Ys. Skoro Y7 NY; = {0}, otrzymujemy

n m
Z%Ik =0= Z[ﬁyz-
=1 =1

Z liniowej niezalezno$ci 81 i So wynika, ze
ap=-=ap=0=0 == fn
O

Twierdzenie 6.8. Niech F bedzie ciatem i niech X bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzenig
wektorowqg nad F.Niech Y1 1 Yo bedq podprzestrzeniami przestrzeni X. Wowczas

dim(Y; + ¥2) =dimY; + dimYs —dimY; NYa. (3)
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Dowdd. Niech {yi,...,yr} bedzie baza przestrzeni Y1 N Ys. Jest to uklad liniowo niezalezny w
przestrzeni Y7, wiec mozemy uzupetni¢ go do bazy
{y17"'7y/€7u17~-~7un}

tej przestrzeni. Z drugiej strony {y1,...,yr} jest uktadem liniowo niezaleznym w przestrzeni Y3 i
mozemy uzupelnié¢ go do bazy

{ylv'”vykavla'-'avm}

tej przestrzeni. Oznaczmy Yy = span{vy,..., v, }. Mamy

Y1 NYy = {0}.
Istotnie, jesli z € Y5 NY7, to z jest kombinacja liniowa wektordéw vy, ..., v, a z drugiej strony jest
elementem Y7 NYy C Y7 NYa, wiec jest kombinacja liniowa wektorow vy, ..., yx. Mamy zatem

k m
2= apyp =D _fw
p=1 =1
Stad
k m
0=z—2= Zapyp + Z(—[ﬁ)vl. (4)
p=1 =1
Ale wektory {y1,..., Yk, v1,...,Vm} saliniowo niezalezne, wiec wszystkie wspotezynniki kombinacji

(4) musza by¢ réwne 0. W konsekwencji z = 0.
Zauwazmy teraz, ze uklad

{yl,...,yk,ul,...,umvl,...,vm} (5)
jest liniowo niezalezny w X. Wynika to z lematu 6.7 (przy S1 = {y1,..., Yk, U1,...,Un} 1 So =
{v1,...,vm} 1Yy wmiejsce Y3). Ponadto kazdy wektor z Y1 +Y> jest kombinacja liniowa wektorow
(5), a wszystkie wektory (5) sa elementami Y7 + Y5. Stad (5) jest baza Y7 + Ys.

Teraz wzor (3) jest kwestia prostego rachunku. O

6.3. Sumy proste. Przejdziemy do jakoSciowo nowego pojecia. Mianowicie z pary przestrzeni
wektorowych (nad tym samym cialem) utworzymy zupetnie nowa przestrzen wektorows.

Stwierdzenie 6.9. Niech F bedzie ciatemn i niech X i 'Y bedg przestrzeniami wektorowymi nad
ciatem F. Niech Z = X x Y. Zdefiniujmy dodawanie elementow Z wzorem

(@1,91) + (22, 92) = (21 + 22,41 + ¥2)
i mnozenie przez elementy [F:
a-(z,y) = (az, ay)
dla wszystkich x,x1,x2 € X, y1,92 € Y 1 a € F. Wéwczas Z jest przestrzenig wektorowg nad [,
ktorej wektorem zerowym jest (0,0).

Definicja 6.10. Niech X i Y bedg przestrzeniami wektorowymi nad ciatlem F. Przestrzen wek-
torowa Z skonstruowana w stwierdzeniu 6.9 nazywamy sumg prostq przestrzeni X i Y. Sume
prosta X 1 Y oznaczamy symbolem X &Y. Elementy X @ Y zapisujemy na trzy sposoby: jako
“(m, y)”’ ((x _|_ y77 lub “x @ y”.

Twierdzenie 6.11. Niech X bedzie przestrzenig wektorowg nad ciotem F i niech Y1 i Ya bedg
podprzestrzeniami przestrzeni X. Wowczas jesli Y1+Y, = X i Y1NY, = {0}, to X jest izomorficzna
z sumg prostq Yy i Y.

Dowdd. Skoro X = Y7 + Ya, to kazdy element z € X moze by¢ zapisany jako x = y1 + y2. Zapis
ten jest jednoznaczny gdyz, jeSli e =y; +y5 iy, € Vi dlak=1,2, to

Y1 =YL=y — v (6)
Lewa strona (6) nalezy do Y7, a prawa do Ya, wiec na mocy zalozenia, ze Y1 N Y3 = {0} widzimy,
zey1 =y iy2 =y



Niech
(I)ZX9$’—>(y1,y2) eEYi0Ys.

Teraz juz tatwo sprawdzamy, ze ® jest izomorfizmem. O

Definicja 6.12. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem [F i niech Y; i Y5 beda
przestrzeniami przestrzeni X. Powiemy, ze X jest sumg prostq podprzestrzeni Yy 1 Y, jesli X
jest izomorficzna z przestrzenig Y7 @ Ys.

Naciagajac nieco notacje piszemy X = Y; @ Y, gdy X jest suma prosta podprzestrzeni Y7 i Ys.



