
6. Wykªad

6.1. Podprzestrzenie.

De�nicja 6.1. Podprzestrzeni¡ w X nazywamy podzbiór Y ⊂ X taki, »e z dziaªaniami odziedz-
iczonymi z X zbiór Y jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad F.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F. Dla podzbiorów A,B ⊂ X de�niujemy

A + B =
{
x + y x ∈ A, y ∈ B

}
.

Dla α ∈ F de�niujemy

αA =
{
αx x ∈ A

}
.

Stwierdzenie 6.2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech Y ⊂ X. Wówczas

Y jest podprzestrzeni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich α, β ∈ F mamy

αY + βY ⊂ Y. (1)

Dowód. Je±li Y jest podprzestrzeni¡, to dla dowolnych y1, y2 ∈ Y mamy y1 + y2 ∈ Y . Podobnie
dla dowolnego α ∈ F i y ∈ Y mamy αy ∈ Y . Wida¢ st¡d od razu, »e dla dowolnych α, β ∈ F

zachodzi (1).
Zaªó»my teraz, »e dla dowolnych α, β ∈ F speªniony jest warunek (1). Wybieraj¡c α = β = 1

otrzymujemy

Y + Y ⊂ Y.

Innymi sªowy dla dowolnych y1, y2 ∈ Y mamy y1 + y2 ∈ Y . Oznacza to, »e operacja wektorów z
X de�niuje dodawanie w ramach zbioru Y .

Podobnie wybieraj¡c β = 0 dostajemy αY ⊂ Y . Innymi sªowy dla dowolnego y ∈ Y i dowolnego
α ∈ F mamy αy ∈ Y . Tak wi¦c mno»enie przez skalary elementów X de�niuje mno»enie przez
skalary elementów Y . Ponadto 0 ∈ Y , bo 0 = 0 · y dla ka»dego y. Tak samo dla ka»dego y ∈ Y
mamy −y = (−1) · y ∈ Y , wi¦c wektor przeciwny do dowolnego y ∈ Y nale»y do Y . Poniewa»
operacje dodawania i mno»enia przez skalary speªniaj¡ warunki z de�nicji przestrzeni wektorowej,
warunki te s¡ równie» speªnione, gdy obetniemy operacje do podzbioru Y . �

6.1.1. Uwagi.

(1) Ka»da przestrze« wektorowa X ma dwie, tak zwane trywialne, podprzestrzenie, a mi-
anowicie X ⊂ X i {0} ⊂ X.

(2) Je±li Y jest podprzestrzeni¡ sko«czenie wymiarowej przestrzeni X, to Y jest sko«czenie
wymiarowa i dim Y ≤ dim X. Wynika to z tego, »e ka»da baza Y jest ukªadem liniowo
niezale»nym w X, wi¦c ma mniej wektorów ni» dim X. Ponadto je±li dim Y = dim X, to
Y = X, bo ka»da baza Y jest ukªadem dim X liniowo niezale»nych wektorów w X, wi¦c
na mocy stwierdzenia 5.8(1) z wykªadu 5., jest tak»e baz¡ X

Twierdzenie 6.3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech
(
Yı

)
ı∈I b¦dzie

rodzin¡ podprzestrzeni w X. Wówczas

Y =
⋂
ı∈I

Yı

jest podprzestrzeni¡ X.

Dowód. We¹my dowolne α, β ∈ F i dowolne y1, y2 ∈ Y . Innymi sªowy y1, y2 ∈ Yı dla wszystkich
ı ∈ I. St¡d kombinacja αy1 + βy2 nale»y do Yı dla wszystkich ı ∈ I, czyli

αy1 + βy2 ∈ Y.

oznacza to, »e αY + βY ⊂ Y . �

Stwierdzenie 6.4. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech S ⊂ X. Wówczas

(1) istnieje najmniejsza podprzestrze« przestrzeni X zawieraj¡ca S.
(2) spanS jest najmniejsz¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni X zawieraj¡c¡ S.
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Dowód. Ad (1). Niech
(
Yı

)
ı∈I b¦dzie rodzin¡ wszystkich podprzestrzeni zawieraj¡cych S. Rodzina

ta jest niepusta, gdy» X jest jedn¡ z takich podprzestrzeni. Niech

Y =
⋂
ı∈I

Yı.

Z twierdzenia 6.3 wiemy, »e Y jest podprzestrzeni¡. Ka»da podprzestrze« Y ′ zawieraj¡ca S musi
nale»e¢ do rodziny

(
Yı

)
ı∈I , wi¦c Y ⊂ Y ′. Z drugiej strony Y zawiera S, bo ka»da podprzestrze«

z
(
Yı

)
ı∈I zawiera S. Oznacza to, »e Y jest najmniejsz¡ podprzestrzeni¡ X zawieraj¡c¡ S.

Ad (2). Jest jasne, »e spanS jest podprzestrzeni¡ (�kombinacja liniowa kombinacji liniowych jest
kombinacj¡ liniow¡�), i »e zawiera S. Wi¦c spanS zawiera najmniejsz¡ podprzestrze« zawieraj¡c¡
S. Ale je±li jaka± podprzestrze« Y zawiera S, to zawiera ka»d¡ kombinacj¦ liniow¡ elementów S,
a co za tym idzie, musi zawiera¢ spanS. Wida¢ wi¦c, »e spanS jest najmniejsz¡ podprzestrzeni¡
zawieraj¡c¡ S. �

6.2. Sumy podprzestrzeni.

Stwierdzenie 6.5. Niech F b¦dzie ciaªem i niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad F. Niech

Y1 i Y2 b¦d¡ podprzestrzeniami X. Wówczas Y1 + Y2 jest podprzestrzeni¡ X.

Dowód. Niech α, β ∈ F. Mamy

α(Y1 + Y2) + β(Y1 + Y2) =
{
α(y1 + y2) + β(y′1 + y′2) y1, y

′
1 ∈ Y1, y2, y

′
2 ∈ Y2

}
=

{
αy1 + αy2 + βy′1 + βy′2 y1, y

′
1 ∈ Y1, y2, y

′
2 ∈ Y2

}
=

{
αy1 + βy′1 + αy2 + βy′2 y1, y

′
1 ∈ Y1, y2, y

′
2 ∈ Y2

}
=

{
(αy1 + βy′1) + (αy2 + βy′2) y1, y

′
1 ∈ Y1, y2, y

′
2 ∈ Y2

}
⊂

{
z1 + z2 z1 ∈ Y1, z2 ∈ Y2

}
= Y1 + Y2.

�

De�nicja 6.6. Niech F b¦dzie ciaªem i niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad F. Niech Y1 i
Y2 b¦d¡ podprzestrzeniami przestrzeni X. Podprzestrze« Y1 + Y2 nazywamy sum¡ podprzestrzeni

Y1 i Y2.

Lemat 6.7. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech Y1 i Y2 b¦d¡ podprzes-

trzeniami X takimi, »e Y1∩Y2 = {0}. Niech S1 ⊂ Y1 i S2 ⊂ Y2 b¦d¡ ukªadami liniowo niezale»nymi

w Y1 i Y2. Wówczas S1 ∪ S2 jest ukªadem liniowo niezale»nym w X.

Dowód. Zaªó»my, »e mamy kombinacj¦ liniow¡
n∑

k=1

αkxk +
m∑

l=1

βlyl = 0

dla pewnych x1, . . . , xn ∈ S1 i y1, . . . , ym ∈ S2. Inaczej
n∑

k=1

αkxk =
m∑

l=1

(−βl)yl. (2)

Lewa strona (2)nale»y do Y1, natomiast prawa do Y2. Skoro Y1 ∩ Y2 = {0}, otrzymujemy
n∑

k=1

αkxk = 0 =
m∑

l=1

βlyl.

Z liniowej niezale»no±ci S1 i S2 wynika, »e

α1 = · · · = αn = 0 = β1 = · · · = βm.

�

Twierdzenie 6.8. Niech F b¦dzie ciaªem i niech X b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡

wektorow¡ nad F.Niech Y1 i Y2 b¦d¡ podprzestrzeniami przestrzeni X. Wówczas

dim(Y1 + Y2) = dim Y1 + dim Y2 − dim Y1 ∩ Y2. (3)
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Dowód. Niech {y1, . . . , yk} b¦dzie baz¡ przestrzeni Y1 ∩ Y2. Jest to ukªad liniowo niezale»ny w
przestrzeni Y1, wi¦c mo»emy uzupeªni¢ go do bazy{

y1, . . . , yk, u1, . . . , un

}
tej przestrzeni. Z drugiej strony {y1, . . . , yk} jest ukªadem liniowo niezale»nym w przestrzeni Y2 i
mo»emy uzupeªni¢ go do bazy {

y1, . . . , yk, v1, . . . , vm

}
tej przestrzeni. Oznaczmy Y ′

2 = span{v1, . . . , vm}. Mamy

Y1 ∩ Y ′
2 = {0}.

Istotnie, je±li z ∈ Y ′
2 ∩Y1, to z jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów v1, . . . , vm, a z drugiej strony jest

elementem Y1 ∩ Y ′
2 ⊂ Y1 ∩ Y2, wi¦c jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów y1, . . . , yk. Mamy zatem

z =
k∑

p=1

αpyp =
m∑

l=1

βlvl.

St¡d

0 = z − z =
k∑

p=1

αpyp +
m∑

l=1

(−βl)vl. (4)

Ale wektory {y1, . . . , yk, v1, . . . , vm} s¡ liniowo niezale»ne, wi¦c wszystkie wspóªczynniki kombinacji
(4) musz¡ by¢ równe 0. W konsekwencji z = 0.

Zauwa»my teraz, »e ukªad {
y1, . . . , yk, u1, . . . , un, v1, . . . , vm

}
(5)

jest liniowo niezale»ny w X. Wynika to z lematu 6.7 (przy S1 = {y1, . . . , yk, u1, . . . , un} i S2 =
{v1, . . . , vm} i Y ′

2 w miejsce Y2). Ponadto ka»dy wektor z Y1+Y2 jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów
(5), a wszystkie wektory (5) s¡ elementami Y1 + Y2. St¡d (5) jest baz¡ Y1 + Y2.

Teraz wzór (3) jest kwesti¡ prostego rachunku. �

6.3. Sumy proste. Przejdziemy do jako±ciowo nowego poj¦cia. Mianowicie z pary przestrzeni
wektorowych (nad tym samym ciaªem) utworzymy zupeªnie now¡ przestrze« wektorow¡.

Stwierdzenie 6.9. Niech F b¦dzie ciaªem i niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad

ciaªem F. Niech Z = X × Y . Zde�niujmy dodawanie elementów Z wzorem

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

i mno»enie przez elementy F:

α · (x, y) = (αx, αy)
dla wszystkich x, x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y i α ∈ F. Wówczas Z jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad F,

której wektorem zerowym jest (0, 0).

De�nicja 6.10. Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad ciaªem F. Przestrze« wek-
torowa Z skonstruowan¡ w stwierdzeniu 6.9 nazywamy sum¡ prost¡ przestrzeni X i Y . Sum¦
prost¡ X i Y oznaczamy symbolem X ⊕ Y . Elementy X ⊕ Y zapisujemy na trzy sposoby: jako
�(x, y)�, �x + y� lub �x⊕ y�.

Twierdzenie 6.11. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech Y1 i Y2 b¦d¡

podprzestrzeniami przestrzeni X. Wówczas je±li Y1+Y2 = X i Y1∩Y2 = {0}, to X jest izomor�czna

z sum¡ prost¡ Y1 i Y2.

Dowód. Skoro X = Y1 + Y2, to ka»dy element x ∈ X mo»e by¢ zapisany jako x = y1 + y2. Zapis
ten jest jednoznaczny gdy», je±li x = y′1 + y′2 i y′k ∈ Yk dla k = 1, 2, to

y1 − y′1 = y′2 − y2. (6)

Lewa strona (6) nale»y do Y1, a prawa do Y2, wi¦c na mocy zaªo»enia, »e Y1 ∩ Y2 = {0} widzimy,
»e y1 = y′1 i y2 = y′2.
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Niech
Φ : X 3 x 7−→ (y1, y2) ∈ Y1 ⊕ Y2.

Teraz ju» ªatwo sprawdzamy, »e Φ jest izomor�zmem. �

De�nicja 6.12. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem F i niech Y1 i Y2 b¦d¡
przestrzeniami przestrzeni X. Powiemy, »e X jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni Y1 i Y2, je±li X
jest izomor�czna z przestrzeni¡ Y1 ⊕ Y2.

Naci¡gaj¡c nieco notacj¦ piszemy X = Y1⊕Y2, gdy X jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni Y1 i Y2.


