
2. Wykªad

2.0.1. Przykªad. Niech G b¦dzie grup¡. Wówczas Inn(G) jest podgrup¡ normaln¡ w Aut(G).

Twierdzenie 2.1. Niech G b¦dzie grup¡ i niech H C G. Wówczas operacja

G/H ×G/H 3 (xH, yH) 7−→ xyH ∈ G/H (1)

jest dobrze zde�niowana i daje zbiorowi G/H struktur¦ grupy. Odwzorowanie qH : G→ G/H jest

epimor�zmem.

Dowód. Niech xH = x′H i yH = y′H. Oznacza to, »e x−1x′ = s ∈ H i y−1y = t ∈ H. Mamy

x′y′H = xsytH = xy(y−1sy)tH = xyH

na mocy normalno±ci podgrupy H. �atwo sprawdzamy, »e G/H z mno»eniem (1) jest grup¡.
Oczywi±cie qH : G 3 x 7→ xH ∈ G/H jest surjektywnym homomor�zmem. �

De�nicja 2.2. Niech G b¦dzie grup¡ i niech H C G. Grup¦ G/H skonstruowan¡ w twierdzenieu
2.1 nazywamy grup¡ ilorazow¡, a homomor�zm qH : G→ G/H � kanonicznym epimor�zmem lub
epimor�zmem ilorazowym.

Twierdzenie 2.3.

(1) Niech G i H b¦d¡ grupami i niech φ : G→ H b¦dzie homomor�zmem. Wówczas kerφ jest

podgrup¡ normaln¡ grupy G.
(2) Niech G b¦dzie grup¡ i niech K b¦dzie podgrup¡ normaln¡ w G. Wówczas istnieje grupa

H i homomor�zm φ : G→ H taki, »e K = kerφ.

Dowód. Ad (1). Dla x ∈ G i k ∈ kerφ mamy

φ(xkx−1) = φ(x)φ(k)φ(x)−1 = φ(x)eφ(x)−1 = φ(x)φ(x)−1 = e.

Oznacza to, »e xkx−1 ∈ kerφ, czyli kerφ jest podgrup¡ zachowywan¡ przez wszystkie automor-
�zmy wewn¦trzne.

Ad (2). Niech H = G/K. �atwo przekonujemy si¦, »e epimor�zm ilorazowy qK : G → H
speªnia ker qK = K. �

Twierdzenie 2.4. Niech G i H b¦d¡ grupami i niech φ : G→ H b¦dzie homomor�zmem. Wówczas

istnieje dokªadnie jeden monomor�zm ψφ : G/ kerφ→ H taki, »e φ = ψφ ◦ qker φ.

Dowód. Oznaczmy K = kerφ. Dla xK ∈ G/K niech ψφ(xK) = φ(x). Je±li xK = x′K, to
x−1x′ = k ∈ K, wi¦c φ(x′) = φ(xk) = φ(x)φ(k) = φ(x)e = φ(x), wi¦c odwzorowanie ψφ jest
dobrze zde�niowane. Oczywi±cie jest ono homomor�zmem.

Zaªó»my teraz, ze ψφ(xK) = e. Oznacza to, »e φ(x) = e, czyli x ∈ K i xK = eK jest elementem
neutralnym grupy G/K. Tym samym wykazali±my, »e ψφ jest monomor�zmem. �

Wniosek 2.5. Niech G i H b¦d¡ grupami i niech φ : G → H b¦dzie homomor�zmem. Wówczas

grupa imφ jest izomor�czna z G/ kerφ.

2.1. Iloczyny póªproste.

Twierdzenie 2.6. Niech H i K b¦d¡ grupami i niech α : K → Aut(H) b¦dzie homomor�zmem.

Dla s ∈ K oznaczmy α(s) przez αs. Niech G = H ×K i dla (x, p), (y, q) ∈ G niech

(x, p)(y, q) =
(
xαp(y), pq

)
. (2)

Wówczas G z mno»eniem zde�niowanym przez (2) jest grup¡, której elementem neutralnym jest

(eH , eK), a elementem odwrotnym do (x, p) jest
(
αp−1(x−1), p−1

)
.

1



2

Dowód. Fakt, »e φ jest homomor�zmem oznacza, »e αp ◦ αq = αpq dla wszystkich p, q ∈ K. Zatem
dla (x, p), (y, q), (z, r) ∈ G mamy(

(x, p)(y, q)
)
(z, r) =

(
xαp(y), pq

)
(z, r)

=
(
xαp(y)αpq(z), (pq)r

)
=

(
xαp(y)αp

(
αq(z)

)
, pqr

)
=

(
xαp

(
yαq(z)

)
, p(qr)

)
= (x, p)

(
yαq(z), qr

)
= (x, p)

(
(y, q)(z, r)

)
czyli dziaªanie zde�niowane przez (2) jest ª¡czne. Oczywi±cie dla (x, p) ∈ G mamy

(x, p)(eH , eK) =
(
xαp(eH), peK

)
= (xeH , p) = (x, p)

oraz

(eH , eK)(x, p) =
(
eHαeK

(x), eKp
)

=
(
eH idH(x), p

)
= (eHx, p) = (x, p).

Równie ªatwo sprawdzamy, »e (x, p)
(
αp−1(x−1), p−1

)
=

(
αp−1(x−1), p−1

)
(x, p) = (eH , eK). �

De�nicja 2.7. Niech H i K b¦d¡ grupami i niech α : K → Aut(H) b¦dzie homomor�zmem.
Grup¦ G zde�niowan¡ w twierdzeniu 2.6 nazywamy iloczynem póªprostym grupy H przez dziaªanie

grupy K i oznaczamy symbolem HoαK. Je±li αp = idH dla wszystkich p ∈ K, to wówczas HoαK
nazywamy iloczynem prostym grup H i K i oznaczamy symbolem H ×K.

Stwierdzenie 2.8. Niech H i K b¦d¡ grupami i niech α : K → Aut(H) b¦dzie homomor�zmem.

Wówczas

GH =
{
(x, eK) x ∈ H

}
oraz GK =

{
(eH , p) p ∈ K

}
s¡ podgrupami w G = H oαK. Ponadto GK jest izomor�czna z K, a GH jest podgrup¡ normaln¡

izomor�czn¡ z H, mamy

GH ∩GK = {(eH , eK)} = {eG}
i ka»dy element H oα K mo»na zapisa¢ jako iloczyn ab elementów a ∈ GH , b ∈ GK .

Twierdzenie 2.9. Niech G b¦dzie grup¡ i niech H i K b¦d¡ podgrupami grupy G. Zaªó»my, »e

H jest podgrup¡ normaln¡ i oznaczmy przez ιK wªo»enie K w G. Wówczas nast¦puj¡ce warunki

s¡ równowa»ne:

(1) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ jako iloczyn ab dla pewnego a ∈ H i b ∈ K oraz

H ∩K = e,
(2) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ jako iloczyn ba dla pewnego a ∈ H i b ∈ K oraz

H ∩K = e,
(3) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ na dokªadnie jeden sposób jako iloczyn ab dla

pewnego a ∈ H i b ∈ K,

(4) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ na dokªadnie jeden sposób jako iloczyn ba dla

pewnego a ∈ H i b ∈ K,

(5) zªo»enie qH ◦ ιK jest izomor�zmem K → G/H,

(6) istnieje homomor�zm φ : G→ K, taki, »e φ ◦ ιK = idK i kerφ = H,

(7) istnieje homomor�zm α : K → Aut(H) i izomor�zm Φ : HoαK → G taki, »e Φ(a, e) = a
i Φ(e, b) = b.

Dowód. Wyka»emy nast¦puj¡ce implikacje:

(6) ks +3
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�(1)⇒(3)� Niech x ∈ G. Je±li x = ab = a′b′ dla a, a′ ∈ H, b, b′ ∈ K. Wówczas

e = x−1x = (ab)−1a′b′ = b−1a−1a′b′ =
(
(b−1a−1b)(b−1a′b)

)
(b−1b′) = a0b0

gdzie a0 ∈ H (bo H jest normalna), b0 ∈ K. Ale to oznacza, »e b0 = a−1
0 ∈ H, czyli b0 ∈ H ∩K.

St¡d, je±li H ∩K = {e}, to b0 = e, a co za tym idzie b = b′ i a = a′.
�(3)⇒(1)� Niech y ∈ H ∩K. Wówczas dla a = y ∈ H, a′ = e ∈ H, oraz b = e ∈ K, b′ = y ∈ K

mamy y = ab = a′b′. Skoro przedstawienie y w postaci iloczynu elementu H i K jest jednoznaczne,
dostajemy y = e.

Tak samo jak równowa»no±ci (1)⇔(3) dowodzimy (2)⇔(4).
Doko«czenie na nast¦pnym wykªadzie. �


