2. WYKLAD

2.0.1. Przyktad. Niech G bedzie grupa. Wowczas Inn(G) jest podgrupa normalna w Aut(G).
Twierdzenie 2.1. Niech G bedzie grupg i niech H < G. Wowczas operacja
G/H x G/H > (zH,yH) — zyH € G/H (1)

jest dobrze zdefiniowana i daje zbiorowi G/H strukture grupy. Odwzorowanie qi : G — G/H jest
epimorfizmem.

Dowdd. Niech tH = 2'H i yH = y'H. Oznacza to, 7e v ‘o' =s € Hiy 'y =t € H. Mamy
2y H = xsytH = xy(y 'sy)tH = zyH

na mocy normalnosci podgrupy H. Latwo sprawdzamy, ze G/H z mnozeniem (1) jest grupa.
Oczywiscie qg : G > ¢ — xH € G/H jest surjektywnym homomorfizmem. O

Definicja 2.2. Niech G bedzie grupa i niech H < G. Grupe G/H skonstruowana w twierdzenieu
2.1 nazywamy grupg ilorazowq, a homomorfizm qy : G — G/H — kanonicznym epimorfizmem lub
epimorfizmem ilorazowym.

Twierdzenie 2.3.

(1) Niech G i H bedg grupami i niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem. Wowczas ker ¢ jest
podgrupg normalng grupy G.

(2) Niech G bedzie grupg i niech K bedzie podgrupg normalng w G. Wéwczas istnieje grupa
H i homomorfizm ¢ : G — H taki, Ze K = ker ¢.

Dowdd. Ad (1). Dla z € G i k € ker ¢ mamy

S(aka™") = d(2)d(k)p(z) ™" = d(w)ep(x) ™" = ¢(z)p(z) ™" =

Oznacza to, ze xkx~! € ker ¢, czyli ker ¢ jest podgrupa zachowywana przez wszystkie automor-
fizmy wewnetrzne.

Ad (2). Niech H = G/K. Latwo przekonujemy sie, ze epimorfizm ilorazowy qx : G — H
spehia kerqx = K. g

Twierdzenie 2.4. Niech G i H bedq grupami i niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem. Wiwczas
istnieje doktadnie jeden monomorfizm 1y : G/ ker ¢ — H taki, Ze ¢ = 10y © Qker o-

Dowdd. Oznaczmy K = ker¢. Dla 2K € G/K niech ¢ys(xK) = ¢(z). Jesli 2K = 'K, to
7l =k € K, wiec ¢(2') = ¢(zk) = ¢(x)d(k) = ¢(x)e = ¢(z), wiec odwzorowanie 1, jest
dobrze zdefiniowane. Oczywiscie jest ono homomorfizmem.

Zalozmy teraz, ze 1y (zK) = e. Oznacza to, ze ¢(z) = ¢, czyliz € K i K = eK jest elementem
neutralnym grupy G/K. Tym samym wykazalismy, ze ¢, jest monomorfizmem. O

Whiosek 2.5. Niech G i H bedqg grupami i niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem. Wiwczas
grupa im ¢ jest izomorficzna z G/ ker ¢.

2.1. Iloczyny pélproste.

Twierdzenie 2.6. Niech H i K bedq grupami i niech o : K — Aut(H) bedzie homomorfizmem.
Dla s € K oznaczmy «(s) przez as. Niech G = H x K i dla (x,p), (y,q) € G niech
(@, p)(y, ) = (zop(y), pa)- (2)

Wéwczas G z mnozeniem zdefiniowanym przez (2) jest grupq, kiorej elementem neutralnym jest
(em,ex), a elementem odwrotnym do (z,p) jest (o1 (z71),p~ ).

1



2

Dowdd. Fakt, ze ¢ jest homomorfizmem oznacza, ze oy, 0 o = g dla wszystkich p,q € K. Zatem
dla (xap)a (ya q)7 (Z,’I’) eqG many

(2, 2) (5, @) (2, 7) = (zap(y), pa) (2,7

= (zap(y)ap(2), ( q)r)
= (zap(y)op(aq(2)), par)
(za (yozq z)) qr))

= (z.p) (yoq(2),q7) = (2,p)((, 0)(2,7))

czyli dzialanie zdefiniowane przez (2) jest laczne. Oczywiscie dla (z,p) € G mamy

(x’p)(eH’eK) = (xap(eH)’peK) = (zen,p) = ($7p)
(em,er)(@,p) = (eney (), exp) = (enidu(2),p) = (enz,p) = (z,p).
Rownie latwo sprawdzamy, ze (z,p)(ap-1(z71),p™) = (ap-1(z71),p7 ) (2,p) = (en, ex). O

Definicja 2.7. Niech H i K beda grupami i niech o : K — Aut(H) bedzie homomorfizmem.
Grupe G zdefiniowana w twierdzeniu 2.6 nazywamy iloczynem potprostym grupy H przez dziatanie
grupy K i oznaczamy symbolem H x, K. Jedli a, = idy dla wszystkich p € K, to wowczas H X, K
nazywamy iloczynem prostym grup H i K i oznaczamy symbolem H x K.

Stwierdzenie 2.8. Niech H i K bedq grupami i niech o : K — Aut(H) bedzie homomorfizmem.
Wowczas

GH:{(x,eK)‘xEH} oraz GK:{eH, ‘pEK}
sq podgrupami w G = H X, K. Ponadto G jest izomorficzna z K, a Gy jest podgrupg normalng
izomorficzng z H, mamy

GuNGk = {(en,ex)} = {ec}
i kazdy element H X, K mozZna zapisac jako iloczyn ab elementéw a € Gy, b € Gk
Twierdzenie 2.9. Niech G bedzie grupg i niech H i K bedq podgrupami grupy G. Zaldimy, ze
H jest podgrupg normalng i oznaczmy przez . wltozenie K w G. Wowczas nastepujgce warunki
$G TOWNOWaGZNE:

(1) kazdy element grupy G mozna zapisaé joko iloczyn ab dla pewnego a € H i b € K oraz

HNK =e,
(2) kazdy element grupy G mozna zapisaé jako iloczyn ba dla pewnego a € H i b € K oraz
HNK =e,

(3) kazdy element grupy G mozna zapisaé na doktadnie jeden sposcb jako iloczyn ab dla
pewnegoa € H 1be K,

(4) kazdy element grupy G mozna zapisaé na doktadnie jeden sposéb jako iloczyn ba dla
pewnego a € H ibe K,

(5) Hozenie qg o ti jest izomorfizmem K — G/H,

(6) istnieje homomorfizm ¢ : G — K, taki, ze ¢ o 1y =idg i ker¢ = H,

(7) istnieje homomorfizm o : K — Aut(H) i izomorfizm © : H xo K — G taki, Ze ®(a,e) =a

i ®(e,b) =b.
Dowdd. Wykazemy nastepujace implikacje:
(6) <= (5)
(1) <= (0)



“(1)=(3)” Niech z € G. Jesli z = ab = a't/ dla a,ad’ € H, b,b' € K. Wowczas
e=z""z=(ab) 'dt =b"ta dV = (b7 a ) (b a'b)) (b)) = agbo
gdzie ap € H (bo H jest normalna), by € K. Ale to oznacza, ze by = agl € H,czylibge HNK.
Stad, jesi HN K = {e}, to bg = e, a co za tym idzieb=V1a=d'.

“B)=(1)" Niechye HN K. Wowczasdlaa=y € H,a' =e€ Hyorazb=e€ K, )/ =ye K
mamy y = ab = a’l’. Skoro przedstawienie y w postaci iloczynu elementu H i K jest jednoznaczne,
dostajemy y = e.

Tak samo jak rownowaznosci (1)<(3) dowodzimy (2)<(4).

Dokorticzenie na nastepnym wykladzie. d



