
3. Wykªad

Stwierdzenie 3.1. Niech H i K b¦d¡ grupami i niech α : K → Aut(H) b¦dzie homomor�zmem.

Wówczas

GH =
{
(x, eK) x ∈ H

}
oraz GK =

{
(eH , p) p ∈ K

}
s¡ podgrupami w G = H oα K. Ponadto GK jest izomor�czna z K, a GH jest podgrup¡ normaln¡

izomor�czn¡ z H, mamy

GH ∩GK = {(eH , eK)} = {eG}

i ka»dy element H oα K mo»na zapisa¢ jako iloczyn ab elementów a ∈ GH , b ∈ GK .

Twierdzenie 3.2. Niech G b¦dzie grup¡ i niech H i K b¦d¡ podgrupami grupy G. Zaªó»my, »e

H jest podgrup¡ normaln¡ i oznaczmy przez ιK wªo»enie K w G. Wówczas nast¦puj¡ce warunki

s¡ równowa»ne:

(1) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ jako iloczyn ab dla pewnego a ∈ H i b ∈ K oraz

H ∩K = e,
(2) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ jako iloczyn ba dla pewnego a ∈ H i b ∈ K oraz

H ∩K = e,
(3) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ na dokªadnie jeden sposób jako iloczyn ab dla

pewnego a ∈ H i b ∈ K,

(4) ka»dy element grupy G mo»na zapisa¢ na dokªadnie jeden sposób jako iloczyn ba dla

pewnego a ∈ H i b ∈ K,

(5) zªo»enie qH ◦ ιK jest izomor�zmem K → G/H,

(6) istnieje homomor�zm φ : G → K, taki, »e φ ◦ ιK = idK i ker φ = H,

(7) istnieje homomor�zm α : K → Aut(H) i izomor�zm Φ : H oα K → G taki, »e Φ(a, e) = a
i Φ(e, b) = b.

Dowód. Wyka»emy nast¦puj¡ce implikacje:
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�(1)⇒(3)� Niech x ∈ G. Je±li x = ab = a′b′ dla a, a′ ∈ H, b, b′ ∈ K. Wówczas

e = x−1x = (ab)−1a′b′ = b−1a−1a′b′ =
(
(b−1a−1b)(b−1a′b)

)
(b−1b′) = a0b0

gdzie a0 ∈ H (bo H jest normalna), b0 ∈ K. Ale to oznacza, »e b0 = a−1
0 ∈ H, czyli b0 ∈ H ∩K.

St¡d, je±li H ∩K = {e}, to b0 = e, a co za tym idzie b = b′ i a = a′.
�(3)⇒(1)� Niech y ∈ H ∩K. Wówczas dla a = y ∈ H, a′ = e ∈ H, oraz b = e ∈ K, b′ = y ∈ K

mamy y = ab = a′b′. Skoro przedstawienie y w postaci iloczynu elementu H i K jest jednoznaczne,
dostajemy y = e.

Tak samo jak równowa»no±ci (1)⇔(3) dowodzimy (2)⇔(4).
Z kolei równowa»no±¢ (1)⇔(2) mamy stosuj¡c odwrotno±¢: je±li ka»dy x ∈ G mo»na zapisa¢

jako ab dla a ∈ H, b ∈ K, to zapisujemy tak element x−1, czyli mamy x−1 = ab. Wówczas
x = b−1a−1. W ten sposób wykazali±my implikacj¦ ⇒. Przeciwnej implikacji dowodzimy tak
samo.

�(5)⇒(6)� Niech φ = (qH ◦ ιK)−1 ◦ qH . Wówczas ker φ = H, gdy» (qH ◦ ιK)−1 jest izomor-
�zmem G/H → K. Oczywi±cie mamy równie»

φ ◦ ιK = (qH ◦ ιK)−1 ◦ qH ◦ ιH = idK .
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�(6)⇒(5)� Na mocy twierdzenia 2.4 z wykªadu 2 istnieje monomor�zm ϕ : G/H → K taki, »e
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Skoro φ ◦ ιK = idK , odwzorowanie ϕ jest izomor�zmem. St¡d

qH ◦ ιK = (ϕ−1 ◦ φ) ◦ ιK = ϕ−1 ◦ (φ ◦ ιK) = ϕ−1

jest izomor�zmem.
�(6)⇒(1)� Niech x ∈ G. Poªó»my b = φ(x) i a = xb−1. Mamy oczywi±cie x = ab. Ponadto

φ(a) = φ(x)φ(b−1) = bb−1 = eK ,

wi¦c a ∈ ker φ = H. Niech teraz t ∈ H ∩K. Wówczas φ(t) = e, bo t ∈ ker φ i φ(t) = t, bo t ∈ K.
St¡d t = e i mamy H ∩K = e.

�(3)⇒(6)� Dla x ∈ G mamy x = ab dla jedynej pary (a, b) ∈ H ×K. Poªó»my φ(x) = b. Jest
jasne, »e φ ◦ ιK = idK i φ−1({e}) = H. Sprawdzamy, »e φ jest homomor�zmem: niech x, y ∈ G
maj¡ rozkªady x = ab, y = a′b′. Wtedy

xy = aba′b′ = (aba′b−1)bb′

i element aba′b−1 nale»y do H (normalno±¢). Oznacza to, »e φ(xy) = bb′ = φ(x)φ(y).
Implikacja (7)⇒(1) jest tre±ci¡ stwierdzenia 3.1.
�(3)⇒(7)� Zde�niujmy α : K → Aut(H) kªad¡c

αb(a) = bab−1.

Wówczas α jest homomor�zmem. Niech Φ(a, b) = ab. Odwzorowanie Φ jest bijekcj¡ i odw-
zorowanie odwrotne dane jest przez G 3 x = ab 7→ (a, b). Sprawdzamy, »e Φ jest homomor�zmem:

Φ(a, b)Φ(a′, b′) = aba′b′ = (aba′b−1)bb′ = aαb(a′)bb′ = Φ
(
aαb(a′), bb′

)
= Φ

(
(a, b)(a′, b′)

)
.

�

3.0.1. Przykªady.

(1) S3 = Z3 oα Z2, α1(k) = −k.
(2) D2n = Zn oα Z2, α1(k) = −k.
(3) Grupa wszystkich odwzorowa« R → R postaci f(x) = ax + b gdzie a, b ∈ R, a 6= 0 jest

iloczynem póªprostym grupy R przez R× (grupa liczb rzeczywistych ró»nych od zera z
mno»eniem jako dziaªaniem grupowym).

(4) Grupa izometrii R2 → R2 (nie koniecznie liniowych) jest iloczynem póªprostym grupy
translacji (izomor�cznej z R2) przez grup¦ liniowych izometrii R2 → R2, tj. odwzorowa«
ortogonalnych R2 → R2. Ta ostatnia grupa te» jest iloczynem póªprostym (jakim?).

(5) Fizyka dostarcza niezliczonych przykªadów.

Dziaªania grup

De�nicja 3.3. Niech G b¦dzie grup¡ i niech X b¦dzie zbiorem. Dziaªaniem G na X nazywamy
homomor�zm α z grupy G w grup¦ SX wszystkich bijekcji zbioru X na siebie.

3.0.2. Standardowe oznaczenia. Niech G b¦dzie grup¡, X zbiorem i niech α : G → SX b¦dzie
dziaªaniem. Dla t ∈ G warto±¢ bijekcji α(t) na elemencie x ∈ X oznaczamy symbolem t · x, a
czasem po prostu tx. Taka notacja pomija symbol �α�, ale jest czasem bardzo wygodna. Fakt, »e
α jest homomor�zmem zapisujemy teraz tak:

(ts) · x = t · (s · x) (1)

dla wszystkich t, s ∈ G i x ∈ X. Dziaªanie G na X cz¦sto de�niuje si¦ jako odwzorowanie

G×X 3 (t, x) 7−→ t · x ∈ X
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speªniaj¡ce (1) i e · x = x dla wszystkich x ∈ X. Czytelnik ªatwo sprawdzi, »e obie de�nicje s¡
równowa»ne.

3.0.3. Przykªady.

(1) Niech W b¦dzie dowolnym zbiorem. Wówczas grupa SW wszystkich bijekcji W → W
dziaªa na W .

(2) Grupa permutacji n elementów Sn dziaªa na przestrzeni wielomianów n zmiennych: dla
σ ∈ Sn i f ∈ F[X1, . . . ,Xn] de�niujemy

(σ · f)(X1, . . . ,Xn) = f(Xσ−1(1), . . . ,Xσ−1(n))

(3) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad pewnym ciaªem F. Zbiór Aut(X) jest grup¡
wzgl¦dem skªadania odwzorowa«, a

Aut(X)×X 3 (U, x) 7−→ Ux ∈ X

jest dziaªaniem Aut(X) na X. W tym kontek±cie grup¦ Aut(X) oznaczamy symbolem
GL(X) (oznaczenie pochodzi z j¦zyka angielskiego: general linear (group)) Je±li X jest
sko«czenie wymiarowa, to wybieraj¡c baz¦ X mo»emy uto»samia¢ odwzorowania liniowe
X → X z opowiadaj¡cymi im macierzami. Wówczas GL(X) mo»na uto»sami¢ z grup¡
tworzon¡ przez wszystkie odwracalne macierze n × n o wyrazach z ciaªa F (gdzie n =
dim X). Wówczas u»ywamy symbolu GL(n, F) lub GLn(F).

(4) Rozwa»my grup¦ GL(n, F) dla pewnego ciaªa F. Odwzorowanie det : GL(n, F) → F× jest
na mocy twierdzenia Cauchyego (multyplikatywno±¢ wyznacznika) homomor�zmem. Jego
j¡dro oznaczamy symbolem SL(n, F) lub SLn(F) (od angielskiego special linear (group)).


