3. WYKLAD

Stwierdzenie 3.1. Niech H i K bedg grupami i niech o : K — Aut(H) bedzie homomorfizmem.
Wowczas

GH:{(x,eK)‘er} oraz GK:{(eH,p)‘pGK}

sq podgrupami w G = H X, K. Ponadto G jest izomorficzna z K, a Gy jest podgrupg normalng
izomorficzng z H, mamy

GuNGk = {(en,ex)} = {ec}
i kazdy element H X, K mozna zapisac jako iloczyn ab elementéw a € Gy, b € Gk.
Twierdzenie 3.2. Niech G bedzie grupg i niech H i K bedq podgrupami grupy G. Zaldimy, ze

H jest podgrupg normalng i oznaczmy przez 1 wtozenie K w G. Wowczas nastepujgce warunki
$G TOWNOWaGZNe:

(1) kazdy element grupy G mozna zapisaé jako iloczyn ab dla pewnego a € H i b € K oraz

HNK =e,
(2) kazdy element grupy G mozna zapisaé jako iloczyn ba dla pewnego a € H i b € K oraz
HNK =e,

(3) kazdy element grupy G mozna zapisaé na doktadnie jeden sposcb jako iloczyn ab dla
pewnego a € H ibe K,

(4) kazdy element grupy G mozna zapisaé na doktadnie jeden sposéb jako iloczyn ba dla
pewnegoa € H ibe K,

(5) #lozenie qg o ti jest izomorfizmem K — G/H,

(6) istnieje homomorfizm ¢ : G — K, taki, ze ¢ o 1y =idg i ker¢ = H,

(7) istnieje homomorfizm o : K — Aut(H) i izomorfizm ® : H xo K — G taki, ze ®(a,e) = a
i ®(e,b) = 0.

Dowdd. Wykazemy nastepujace implikacje:

“(1)=(3)” Niech z € G. Jesli x = ab=d'V dla a,a’ € H, b,b' € K. Wowczas
e=a"'e=(ab)"'dV =b""a " 'V = ((b'a b)) (b7 b)) (b7Y) = agbo

gdzie ap € H (bo H jest normalna), by € K. Ale to oznacza, ze by = aal €H, czylibpe HNK.
Stad, jesli HN K = {e}, to by = e, a co za tym idzie b=V 1ia =d’.

“(8)=(1)" Niechye HNK. Wowczas dlaa=y € H,a' =ec€ Hyorazb=ec K,V =y K
mamy y = ab = a'b’. Skoro przedstawienie y w postaci illoczynu elementu H i K jest jednoznaczne,
dostajemy y = e.

Tak samo jak réownowaznosci (1)<(3) dowodzimy (2)<(4).

Z kolei rownowaznosé (1)<(2) mamy stosujac odwrotnosé: jesli kazdy x € G mozna zapisaé
jako ab dla a € H, b € K, to zapisujemy tak element 7!, czyli mamy z~! = ab. Wowczas
z = b 'a”!. W ten sposéb wykazaliémy implikacje =. Przeciwnej implikacji dowodzimy tak
samo.

“(5)=(6)" Niech ¢ = (qu o L)™' o qu. Wowczas ker ¢ = H, gdyz (qu o tx)~" jest izomor-
fizmem G/H — K. OczywiScie mamy réwniez

b o= (qgotx) ! oqy oy =1idgk.
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“(6)=(5)" Na mocy twierdzenia 2.4 z wyktadu 2 istnieje monomorfizm ¢ : G/H — K taki, ze

e 4 K
G/H

Skoro ¢ o 1 = idg, odwzorowanie ¢ jest izomorfizmem. Stad

qgroig=(p lod)oxg=po(poig)=¢p "

jest izomorfizmem.
“(6)=(1)" Niech z € G. Potézmy b = ¢(z) i a = zb~'. Mamy oczywiscie 2 = ab. Ponadto
(

¢(a) = dp(z)p(b™") = bb~" = ek,
wiec a € ker ¢ = H. Niech teraz t € HN K. Wowczas ¢(t) = e, bot €kergp i ¢d(t) =¢, bot € K.
Stad t = eimamy HNK =e.
“(3)=(6)” Dla = € G mamy x = ab dla jedynej pary (a,b) € H x K. Polézmy ¢(x) = b. Jest
jasne, ze ¢ o 1x = idx i ¢~ '({e}) = H. Sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem: niech z,y € G
maja rozklady = = ab, y = a’b’. Wtedy

zy = aba'b' = (aba’b=")bb’
i element aba’b~! nalezy do H (normalno$¢). Oznacza to, ze ¢(xy) = bb' = ¢(x)d(y).

Implikacja (7)=-(1) jest trescia stwierdzenia 3.1.
“(3)=(7)” Zdefiniujmy « : K — Aut(H) ktadac

ap(a) = bab™'.

Wowczas « jest homomorfizmem. Niech ®(a,b) = ab. Odwzorowanie ® jest bijekcja i odw-
zorowanie odwrotne dane jest przez G 5 x = ab +— (a,b). Sprawdzamy, ze ® jest homomorfizmem:
®(a,b)®(a’, V') = aba't' = (aba’b™ )bb' = acy(a’)bb’ = @ (acy,(a’),bb’) = @((a,b)(a’,)).
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3.0.1. Przyktady.

(1) 53 = Zg A ZQ, Ckl(k) = —k.

(2) Dgn = Zn Ao Zg, al(k) = —k.

(3) Grupa wszystkich odwzorowarn R — R postaci f(z) = ax + b gdzie a,b € R, a # 0 jest
iloczynem poéltprostym grupy R przez R* (grupa liczb rzeczywistych réznych od zera z
mnozeniem jako dziataniem grupowym).

(4) Grupa izometrii R? — R? (nie koniecznie liniowych) jest iloczynem potprostym grupy
translacji (izomorficznej z R?) przez grupe liniowych izometrii R? — R2, tj. odwzorowar
ortogonalnych R? — R2. Ta ostatnia grupa tez jest iloczynem poétprostym (jakim?).

(5) Fizyka dostarcza niezliczonych przykladow.

DZIALANIA GRUP

Definicja 3.3. Niech G bedzie grupa i niech X bedzie zbiorem. Dziataniem G na X nazywamy
homomorfizm « z grupy G w grupe Sx wszystkich bijekcji zbioru X na siebie.

3.0.2. Standardowe oznaczenia. Niech G bedzie grupa, X zbiorem i niech o : G — Sx bedzie
dziataniem. Dla t € G warto$¢ bijekcji a(t) na elemencie x € X oznaczamy symbolem ¢ - z, a
czasem po prostu tx. Taka notacja pomija symbol “o”; ale jest czasem bardzo wygodna. Fakt, ze
a jest homomorfizmem zapisujemy teraz tak:

(ts) - x=t-(s-x) (1)
dla wszystkich t,s € G i x € X. Dzialanie G na X czesto definiuje sie jako odwzorowanie

GxX>3(tx)—t-zeX
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spetniajace (1) i e = = dla wszystkich x € X. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze obie definicje sa
réwnowazne.

3.0.3. Przyktady.

(1)
(2)

(3)

Niech W bedzie dowolnym zbiorem. Woéwczas grupa Sy wszystkich bijekcji W — W
dziata na W.

Grupa permutacji n elementéw S,, dziala na przestrzeni wielomianéw n zmiennych: dla
o€ SpifelF[*,...,%,] definiujemy

(0’ . f)(%l, ce 7:{n) = f(xa—1(1)7 ey %0_1(n))
Niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad pewnym ciatem F. Zbior Aut(X) jest grupa
wzgledem sktadania odwzorowan, a

Aut(X) x X > (U,z) — Uz e X

jest dziataniem Aut(X) na X. W tym kontekscie grupe Aut(X) oznaczamy symbolem
GL(X) (oznaczenie pochodzi z jezyka angielskiego: general linear (group)) Jesli X jest
skonczenie wymiarowa, to wybierajac baze X mozemy utozsamia¢ odwzorowania liniowe
X — X z opowiadajacymi im macierzami. Wowczas GL(X) mozna utozsamié z grupa
tworzong przez wszystkie odwracalne macierze n x n o wyrazach z ciala F (gdzie n =
dim X). Wowczas uzywamy symbolu GL(n,F) lub GL,, (F).

Rozwazmy grupe GL(n,F) dla pewnego ciala F. Odwzorowanie det : GL(n,F) — F* jest
na mocy twierdzenia Cauchyego (multyplikatywnosé wyznacznika) homomorfizmem. Jego
jadro oznaczamy symbolem SL(n,F) lub SL, (F) (od angielskiego special linear (group)).



