5. WYKLAD
REPREZENTACJE
5.1. Podstawowe definicje.

Definicja 5.1. Niech G bedzie grupa i niech X bedzie przestrzenia wektorowa nad pewnym
ciatem F. Reprezentacjg grupy G na X nazywamy homomorfizm G — GL(X). Zbior wszystkich
reprezentacji G na X oznaczamy symbolem Rep(G, X), natomiast Rep(G) oznaczaé bedzie klase
wszystkich reprezentacji grupy G. Mowimy tez, ze dana reprezentacja m € Rep(G, X) dziata na
przestrzeni X.

Bedziemy rozwazaé wylacznie reprezentacje dziatajace na przestrzeniach nad ciatem C.

5.1.1. Dalsza terminologia. Neich G bedzie grupa.

(1) Niech 7 € Rep(G, X). Wymiar przestrzeni X nazywamy wymiarem lub stopniem reprezen-
tacji 7 i oznaczamy symbolem dim 7. Jedli dim 7 < oo, to méwimy, ze reprezentacja m jest
skonczenie wymiarowa.

(2) Niech 7 € Rep(G,X) i p € Rep(G,Y). Powiemy, Ze reprezentacje 7 i p sa réwnowazne,
jesli istnieje izomorfizm U : X — Y taki, ze

UR(t) = p(t)U

dla wszystkich ¢t € G. Piszemy wéwczas m ~ p. Latwo sprawdzamy, ze ~ jest relacja
réwnowaznosci.

5.1.2. Przyktady. Niech G bedzie grupa.
(1) Dla dowolnej przestrzeni X mamy reprezentacje trywialng o € Rep(G, X) dana przez
o (t) = ]lX
dla wszystkich ¢ € G.

(2) Zalozmy, ze G jest grupa skonczona i zbadajmy reprezentacje G wymiaru 1. Dladim X = 1
mamy GL(X) & C*, a wiec 7 € Rep(G, X) jest homomorfizmem G — C*. Poniewaz
|G| < oo, dla kazdego ¢ € G istnieje n € N takie, ze t" = e. Stad

()" =w(t") =7(e) =1 C*.
Oznacza to, ze dla kazdego t liczba 7 (t) jest pierwiastkiem z jednoéci. Poniewaz rzad
kazdego elementu G dzieli |G|, ! widzimy, ze dowolna jednowymiarowa reprezentacja G
jest homomorfizmem G — Z|g;.

(3) Rozwazmy X = C[G] jako przestrzen wektorowa. Patrzac na C[G] jako na przestrzen sum
formalnych postaci

Z a0y,

teq
gdzie a; € € mozemy zdefiniowaé¢ A € Rep(G, C[G]) kladac
A(t)ds = s

dla wszystkich t,s € G. Identyfikujac C[G] z przestrzenia funkcji na G o skonczonym
no$niku, mamy
(A®)f)(s) = f(t71s).

Reprezentacje te nazywamy reprezentacjg regularng (lub lewq regularng) grupy G.

Stwierdzenie 5.2. Niech G bedzie grupq i niech m € Rep(G,X). Zalézmy, Ze istnieje v € X
taki, ze uktad wektorow
{r(t)z|t € G}

jest bazq przestrzeni X. Wowczas w jest rownowazna reprezentacji reqularnej grupy G.

—!Ten fakt znany jest pod nazwa “twierdzenie Lagrange’a”. Oto krotki dowdd: niech = € G i H bedzie podgrupa,
generowang przez x. Wowczas |H| jest rzedem elementu z. Ale rzad podgrupy dzieli rzad grupy, bo warstwy
podgrupy H maja po tyle samo elementéw co H, a w sumie daja cata grupe.

1



Dowdd. Zadanie domowe. O

Stwierdzenie 5.3. Niech G bedzie grupg i niech # € Rep(G,X). Niech Y C X bedzie pod-
przestrzenig takg, ze

)Y CY

dla kazdego t € G. Oznaczmy p(t) = w(t)‘y € L(Y) dlat € G. Wowczas dla wszystkich t € G
operatory p(t) s¢ odwracalne i p € Rep(G,Y).

Dowdd. Ustalmy t € G. Mamy 7(¢t)Y C Y i7(¢t)~'Y C Y. Stad 7r(t)|Y € GL(Y). O

Definicja 5.4. Niech G bedzie grupa i niech 7 € Rep(G, X). Podprzestrzenn Y C X taka, ze
m(@)Y C Y nazywamy podprzestrzeniq niezmienniczq dla w. Reprezentacje p € Rep(G,Y) taka,
ze p(t) = 7r(t)|y dla wszystkich t € G nazywamy podreprezentacjq reprezentacji .

5.1.3. Przyktad. Neich G bedzie grupa skonczona. Rozwazmy reprezentacje regularng A €
Rep(G, C[G]) i niech
y=2_ o

teG

Niech Y = Cy C C[G]. Wowczas Y jest podprzestrzenia niezmiennicza i odpowiednia podreprezen-
tacja jest jednowymiarowa reprezentacja trywialna.

5.2. Reprezentacje i homomorfizmy z algebry grupowej.

Twierdzenie 5.5. Niech G bedzie grupq i niech m € Rep(G, X). Dla f € C[G] definiujemy
7(f) =D F(t)m(t) € L(X).
teG

Wéwczas T jest homomorfizinem piericieni z jedynkg C[G] — L(X).
Oduwrotnie, dla dowolnej przestrzeni wektorowej Y i homomorfizmu pierscieni z jedynkg ® :
C[G] — L(Y) istnieje doktadnie jedna p € Rep(G,Y) taka, ze ® = p.

Dowdd. Poniewaz {0;}icc jest baza C[G] odwzorowanie 7 jest dobrze zdefiniowane. Jest ono
homomorfizmem pierscieni, bo baza {0;}:cc jest multyplikatywna i 7 zachowuje to mnozenie.
Jedynka C[G] jest d., wiec T przeprowadza jedynke C[G] na w(e) = 1.

Niech @ : C[G] — L(Y) bedzie homomorfizmem pierscieni z jedynka. Wéwczas odwzorowanie

p:G>t— ®(5) € GL(YY)

spelnia warunki z tezy naszego twierdzenia. O

5.2.1. Uwaga o notacji. Niech G bedzie grupa i niech 7 € Rep(G, X). Wéwcezas homomorfizm
7 : C[G] — L(X) zdefiniowany w twierdzeniu 5.5 bedziemy dalej oznaczaé rowniez symbolem 7.

5.3. Operacje na reprezentacjach.

Stwierdzenie 5.6. Niech G bedzie grupg i niech m € Rep(G,X), p € Rep(G,Y). Diat € G
zdefiniugmy o(t) € LIX @Y) przez o(t) = w(t) @ p(t). Wowczas dla kazdego t € G operator
o(t) e GL(X®Y) io €Rep(G, X dY).

Dowdd. Suma prosta operatoréw odwracalnych jest operatorem odwracalnym oraz

(m(t) ® p(t)) (w(s) @ p(s)) = (m(ts)  p(ts)).

To koriczy dowod. O

Definicja 5.7. Niech G bedzie grupa i niech 7, p € Rep(G). Reprezentacje o skonstruowang w
stwierdzeniu 5.6 nazywamy sumgq prostg reprezentacji m i p i oznaczamy symbolem 7 & p.



Podobnie jak sume prosta reprezentacji definiujemy ich iloczyn tensorowy: niech G bedzie
grupa i m € Rep(G, X), p € Rep(G,Y). Iloczynem tensorowym reprezentacji m i p nazywamy
reprezentacje T ® p € Rep(G, X ® Y') dana przez

(@ p)(t) = 7(t) ® p(t)
dla wszystkich t € G.

Rozwazmy teraz iloczyn tensorowy 7®@7m € Rep(G, X ® X). Zauwazmy, ze przestrzen X @ X jest
suma prosta przestrzeni X ®¢ X tensordéw symetrycznych i X A X. Ponadto obie te podprzestrzenie
sg niezmiennicze dla reprezentacji m@7. Obciecia m @ 7 do tych podprzestrzeni sg reprezentacjami
grupy G, ktére nazywamy odpowiednio potegq symetryczng i potegg antysymetryczng reprezentacji
7. Oznaczamy je odpowiednio symbolami 7®s2 i 7/\2.

Stwierdzenie 5.8. Niech G bedzie grupg i niech m € Rep(G, X).
(1) Dla t € G niech 7°(t) € GL(X') bedzie operatorem sprzezonym do w(t~'). Wowczas
t — w(t) jest reprezentacjq G.
(2) Niech X bedzie przestrzenig zepolenie sprzeiong do X.7? Wowczas odwzorowanie t —s
7(t) = 7(t) jest reprezentacjg G na X.
Definicja 5.9. Niech G bedzie grupa i niech 7 € Rep(G). Reprezentacje 7€ i 7T grupy G zdefin-
iowane w stwierdzeniu 5.8 nazywamy odpowiednio reprezetnacja sprzezong lub kontragredientng
i zespolenie sprzezong do m.

—2Przestrzen X sklada sig¢ z elementow = przy ¢ € X. Operacje dodawania wektoréw i mnozenia wektorow
przez liczby zespolone w X sg zdefiniowane jako: T+ =2 +yizz=zz dlaz,y€ X iz e C. Jedli T € L(X), to
operator T € £L(X) definiujemy jako TZ = Tz dla wszystkich z € X.



