
5. Wykªad

Reprezentacje

5.1. Podstawowe de�nicje.

De�nicja 5.1. Niech G b¦dzie grup¡ i niech X b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad pewnym
ciaªem F. Reprezentacj¡ grupy G na X nazywamy homomor�zm G → GL(X). Zbiór wszystkich
reprezentacji G na X oznaczamy symbolem Rep(G, X), natomiast Rep(G) oznacza¢ b¦dzie klas¦
wszystkich reprezentacji grupy G. Mowimy te», »e dana reprezentacja π ∈ Rep(G, X) dziaªa na
przestrzeni X.

B¦dziemy rozwa»a¢ wyª¡cznie reprezentacje dziaªaj¡ce na przestrzeniach nad ciaªem C.

5.1.1. Dalsza terminologia. Neich G b¦dzie grup¡.

(1) Niech π ∈ Rep(G, X). Wymiar przestrzeni X nazywamy wymiarem lub stopniem reprezen-
tacji π i oznaczamy symbolem dim π. Je±li dim π < ∞, to mówimy, »e reprezentacja π jest
skonczenie wymiarowa.

(2) Niech π ∈ Rep(G, X) i ρ ∈ Rep(G, Y ). Powiemy, »e reprezentacje π i ρ s¡ równowa»ne,

jesli istnieje izomor�zm U : X → Y taki, »e

Uπ(t) = ρ(t)U

dla wszystkich t ∈ G. Piszemy wówczas π ∼ ρ. �atwo sprawdzamy, »e ∼ jest relacj¡
równowa»no±ci.

5.1.2. Przykªady. Niech G b¦dzie grup¡.

(1) Dla dowolnej przestrzeni X mamy reprezentacj¦ trywialn¡ π0 ∈ Rep(G, X) dan¡ przez

π0(t) = 1X

dla wszystkich t ∈ G.
(2) Zaªó»my, »e G jest grup¡ sko«czon¡ i zbadajmy reprezentacje G wymiaru 1. Dla dim X = 1

mamy GL(X) ∼= C×, a wi¦c π ∈ Rep(G, X) jest homomor�zmem G → C×. Poniewa»
|G| < ∞, dla ka»dego t ∈ G istnieje n ∈ N takie, »e tn = e. St¡d

π(t)n = π(tn) = π(e) = 1 ∈ C×.

Oznacza to, »e dla ka»dego t liczba π(t) jest pierwiastkiem z jedno±ci. Poniewa» rz¡d
ka»dego elementu G dzieli |G|,→1 widzimy, »e dowolna jednowymiarowa reprezentacja G
jest homomor�zmem G → Z|G|.

(3) Rozwa»my X = C[G] jako przestrze« wektorowa. Patrz¡c na C[G] jako na przestrze« sum
formalnych postaci ∑

t∈G

αtδt,

gdzie αt ∈ C mo»emy zde�niowa¢ λ ∈ Rep
(
G,C[G]

)
kªad¡c

λ(t)δs = δts

dla wszystkich t, s ∈ G. Identy�kuj¡c C[G] z przestrzeni¡ funkcji na G o sko«czonym
no±niku, mamy (

λ(t)f
)
(s) = f(t−1s).

Reprezentacj¦ t¦ nazywamy reprezentacj¡ regularn¡ (lub lew¡ regularn¡) grupy G.

Stwierdzenie 5.2. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Zaªó»my, »e istnieje x ∈ X
taki, »e ukªad wektorów {

π(t)x t ∈ G
}

jest baz¡ przestrzeni X. Wówczas π jest równowa»na reprezentacji regularnej grupy G.

→1Ten fakt znany jest pod nazw¡ �twierdzenie Lagrange'a�. Oto krótki dowód: niech x ∈ G i H b¦dzie podgrup¡

generowan¡ przez x. Wówczas |H| jest rz¦dem elementu x. Ale rz¡d podgrupy dzieli rz¡d grupy, bo warstwy

podgrupy H maj¡ po tyle samo elementów co H, a w sumie daj¡ caª¡ grup¦.
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Dowód. Zadanie domowe. �

Stwierdzenie 5.3. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Niech Y ⊂ X b¦dzie pod-

przestrzeni¡ tak¡, »e

π(t)Y ⊂ Y

dla ka»dego t ∈ G. Oznaczmy ρ(t) = π(t)
∣∣
Y
∈ L(Y ) dla t ∈ G. Wówczas dla wszystkich t ∈ G

operatory ρ(t) s¡ odwracalne i ρ ∈ Rep(G, Y ).

Dowód. Ustalmy t ∈ G. Mamy π(t)Y ⊂ Y i π(t)−1Y ⊂ Y . St¡d π(t)
∣∣
Y
∈ GL(Y ). �

De�nicja 5.4. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Podprzestrze« Y ⊂ X tak¡, »e
π(G)Y ⊂ Y nazywamy podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla π. Reprezentacj¦ ρ ∈ Rep(G, Y ) tak¡,
»e ρ(t) = π(t)

∣∣
Y
dla wszystkich t ∈ G nazywamy podreprezentacj¡ reprezentacji π.

5.1.3. Przykªad. Neich G b¦dzie grup¡ sko«czon¡. Rozwa»my reprezentacj¦ regularn¡ λ ∈
Rep

(
G,C[G]

)
i niech

y =
∑
t∈G

δt.

Niech Y = Cy ⊂ C[G]. Wówczas Y jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ i odpowiednia podreprezen-
tacja jest jednowymiarow¡ reprezentacj¡ trywialn¡.

5.2. Reprezentacje i homomor�zmy z algebry grupowej.

Twierdzenie 5.5. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Dla f ∈ C[G] de�niujemy

π̃(f) =
∑
t∈G

f(t)π(t) ∈ L(X).

Wówczas π̃ jest homomor�zmem pier±cieni z jedynk¡ C[G] → L(X).
Odwrotnie, dla dowolnej przestrzeni wektorowej Y i homomor�zmu pier±cieni z jedynk¡ Φ :

C[G] → L(Y ) istnieje dokªadnie jedna ρ ∈ Rep(G, Y ) taka, »e Φ = ρ̃.

Dowód. Poniewa» {δt}t∈G jest baz¡ C[G] odwzorowanie π̃ jest dobrze zde�niowane. Jest ono
homomor�zmem pier±cieni, bo baza {δt}t∈G jest multyplikatywna i π̃ zachowuje to mno»enie.
Jedynk¡ C[G] jest δe, wi¦c π̃ przeprowadza jedynk¦ C[G] na π(e) = 1.

Niech Φ : C[G] → L(Y ) b¦dzie homomor�zmem pier±cieni z jedynk¡. Wówczas odwzorowanie

ρ : G 3 t 7→ Φ(δt) ∈ GL(Y )

speªnia warunki z tezy naszego twierdzenia. �

5.2.1. Uwaga o notacji. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Wówczas homomor�zm
π̃ : C[G] → L(X) zde�niowany w twierdzeniu 5.5 b¦dziemy dalej oznacza¢ równie» symbolem π.

5.3. Operacje na reprezentacjach.

Stwierdzenie 5.6. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X), ρ ∈ Rep(G, Y ). Dla t ∈ G
zde�niujmy σ(t) ∈ L(X ⊕ Y ) przez σ(t) = π(t) ⊕ ρ(t). Wówczas dla ka»dego t ∈ G operator

σ(t) ∈ GL(X ⊕ Y ) i σ ∈ Rep(G, X ⊕ Y ).

Dowód. Suma prosta operatorów odwracalnych jest operatorem odwracalnym oraz(
π(t)⊕ ρ(t)

)(
π(s)⊕ ρ(s)

)
=

(
π(ts)⊕ ρ(ts)

)
.

To ko«czy dowód. �

De�nicja 5.7. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π, ρ ∈ Rep(G). Reprezentacj¦ σ skonstruowan¡ w
stwierdzeniu 5.6 nazywamy sum¡ prost¡ reprezentacji π i ρ i oznaczamy symbolem π ⊕ ρ.
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Podobnie jak sum¦ prost¡ reprezentacji de�niujemy ich iloczyn tensorowy: niech G b¦dzie
grup¡ i π ∈ Rep(G, X), ρ ∈ Rep(G, Y ). Iloczynem tensorowym reprezentacji π i ρ nazywamy
reprezentacj¦ π ⊗ ρ ∈ Rep(G, X ⊗ Y ) dan¡ przez

(π ⊗ ρ)(t) = π(t)⊗ ρ(t)

dla wszystkich t ∈ G.
Rozwa»my teraz iloczyn tensorowy π⊗π ∈ Rep(G, X⊗X). Zauwa»my, »e przestrze« X⊗X jest

sum¡ prost¡ przestrzeni X⊗sX tensorów symetrycznych i X∧X. Ponadto obie te podprzestrzenie
s¡ niezmiennicze dla reprezentacji π⊗π. Obci¦cia π⊗π do tych podprzestrzeni s¡ reprezentacjami
grupy G, które nazywamy odpowiednio pot¦g¡ symetryczn¡ i pot¦g¡ antysymetryczn¡ reprezentacji
π. Oznaczamy je odpowiednio symbolami π⊗s2 i π∧2.

Stwierdzenie 5.8. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X).
(1) Dla t ∈ G niech πc(t) ∈ GL(X ′) b¦dzie operatorem sprz¦»onym do π(t−1). Wówczas

t 7→ πc(t) jest reprezentacj¡ G.

(2) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zepolenie sprz¦»on¡ do X.→2 Wówczas odwzorowanie t 7→
π(t) = π(t) jest reprezentacj¡ G na X.

De�nicja 5.9. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G). Reprezentacje πc i π grupy G zde�n-
iowane w stwierdzeniu 5.8 nazywamy odpowiednio reprezetnacj¡ sprz¦»on¡ lub kontragredientn¡

i zespolenie sprz¦»on¡ do π.

→2Przestrze« X skªada si¦ z elementów x przy x ∈ X. Operacje dodawania wektorów i mno»enia wektorów

przez liczby zespolone w X s¡ zde�niowane jako: x + y = x + y i zx = zx dla x, y ∈ X i z ∈ C. Je±li T ∈ L(X), to

operator T ∈ L
`
X

´
de�niujemy jako Tx = Tx dla wszystkich x ∈ X.


