6. WYKLAD

6.1. Reprezentacje nieprzywiedlne.

Twierdzenie 6.1. Niech G bedzie grupg skoriczong i niech m € Rep(G, X). Niech' Y C X bedzie
podprzestrzeniq niezmienniczg dla m. Wowezs istnieje podprzestrzenn Z C X dopelniajgca dla 'Y i
ntezmiennicza dla .

Dowdd. Niech Z; bedzie dowolna podprzestrzenig dopelniajaca dla Y i niech Py bedzie rzutem na

Y wzdluz Z,. Niech
P=ih > w(t) " Por(t).

teG
Wowczas

(1) P jest rzutem,
(2) Pn(t) =n(t)P dla wszystkich t € G,
(3) RenP=Ran P, =Y.
Ad (1). Poniewaz Y = Ran Py jest niezmiennicza dla 7(r) dla wszystkich r € G, mamy
Pyre(r)Py = w(r)Py (1)
dla kazdego r € G. Zatem

P?=da > w(t) " Rom(t) Y w(s) " Pym(s)
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Ad (2). Dla dowolnego s € G mamy

m(s) ' Pr(s) = & > w(s ') Pom(ts)
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a wiec Ran P C Ran F.
Podobnie
Z 1P07T Po— ‘G| Z (t)P():]lXp():P(),
€G teG
co daje Ran Py C Ran P.
Teraz ktadziemy Z = ker P. Na mocy (2) podprzestrzen Z jest niezmiennicza dla 7, a na mocy
(3) jest ona dopelniajaca dla Y. O

Whiosek 6.2. Neich G bedzie grupg skotriczong i niech w € Rep(G). Niech p bedzie podreprezen-
tacjg m. Wowczas istnieje podrepresentacja o reprezentacji m taka, ze m ~ p @ o.

6.1.1. Uwaga o notacji. W sytuacji z wniosku 6.2 piszemy 7w = p ® o i méwimy, ze 7 jest sumg
prostg podreprezentacji p i o. Jest to notacja i terminologia powszechna, stosowana takze dla
przypadku grup nieskoniczonych.



6.1.2. Wazny przykiad. Niech G bedzie grupa “az + b”. Latwo sprawdzamy, ze odwzorowanie
a b
(a,0)— {0 1}

jest reprezentacjg G na X = C2. Podprzestrzen Y C X skladajaca sie z wektoréw o zerowej drugiej
wspolrzednej jest niezmiennicza dla tej reprezentacji, ale nie istnieje niezmiennicza podprzestrzen
dopelniajaca dla Y.

Definicja 6.3. Niech G bedzie grupa i niech m € Rep(G). Powiemy, ze 7 jest nieprzywiedina,
jesli nie 7 nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

Whiosek 6.4. Niech G bedzie grupg skoriczong i niech m € Rep(G) bedzie skoriczenie wymiarowa.
Wowczas m jest sumg prostg podreprezentacyi nieprzywiedinych.

6.1.3. Uwaga. Mozna tez rozwazaé nieskoriczone sumy proste reprezentacji. Wéowczas prawdziwe
jest stwierdzenie, ze kazda reprezentacja grupy skonczonej jest suma prosta reprezentacji nieprzy-
wiedlnych.

Stwierdzenie 6.5. Niech G bedzie grupg skoniczong i niech m € Rep(G, X) bedzie reprezentacjg
nteprzywieding. Wowczas dimm < oo.

Dowdd. Niech z € X \ {0} i niech Y = span{n(t)z | t € G}. Wowczas Y jest podprzestrzenia
niezmiennicza dla G. Poniewaz, 7 jest nieprzywiedlna, mamy Y = X lubY = {0}. Ale0 £z €Y,
wiec Y = X. Mamy zatem dim X = dimY < |G]|. O

6.2. Reprezentacje unitarne, unitaryzowalnosé.

Definicja 6.6. Niech G bedzie grupa i niech 7 € Rep(G, X), gdzie X jest przestrzenia z iloczynem
skalarnym. Powiemy, ze 7 jest unitarna, jesli w(¢) jest operatorem unitarnym dla kazdego t € G.

Niech G bedzie grupa i niech X bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia z iloczynem skalar-
nym. Jesli m € Rep(X, @) jest unitarna i B jest baza ortonormalng przestrzeni X, to zapisujac
dla kazdego t € G
7Tl,l(t) e T1,n (t)

ﬂ'nﬁl(t) T 7Tnm(t)
mamy dla wszystkich 1 <k, I <niteG

o mp (t71) = m (1),
o > Tpk(t)mpa(t) = Okalx = Y mhp(t)mp(t).
p=1 p=1

Definicja 6.7. Niech G bedzie grupa.
(1) Reprezentacja w Rep(G) nazywamy unitaryzowalng, jesli w jest rownowazna reprezentacji
unitarnej.
(2) Niech X i Y beda przestrzeniami z iloczynem skalarnym. Dwie reprezentacje m €
Rep(G,X) i p € Rep(G,Y) sa unilarnie réwnowazne, jesli istnieje unitarny operator
U e L(X,Y) taki, ze Un(t) = p(t)U dla wszystkich ¢t € G.

6.2.1. Uwaga. Zwr6¢my uwage na to, ze reprezentacja z przyktadu 6.1.2 nie jest unitaryzowalna.

Twierdzenie 6.8. Niech G bedzie grupg skoriczong i niech X bedzie przestrzemiq z iloczynem
skalarnym (-|-), @ niech ™ € Rep(G, X). Wowczas istnieje na X nowy iloczyn skalarny (-|-) na X
taki, ze dla kazdego t € G odwzorowanie 7(t) € L(X) jest unitarne wzgledem (-|-).

Dowdd. Niech
(zly) = & Y (r(s)z[m(s)y)y -

seG
Latwo sprawdzamy, ze dla kazdego t € G i kazdego z,y € X mamy

(r(t)z|m(t)y) = (x[y),



a wiec przeksztalcenie 7(¢) jest izometria. Jest ono réwniez odwracalne, wiec 7(t) jest unitarne
dla kazdego t € G. 0

Whiosek 6.9. Kazda reprezentacja grupy skoriczonej na przestrzeni posiadajgcej iloczyn skalarny
jest unitaryzowalna.

6.2.2. Uwaga. Kazda przestrzen skonczenie wymiarowa ma iloczyn skalarny, wiec kazda skoriczenie
wymiarowa reprezentacja grupy skoficzonej jest unitaryzowalna. W szczegolnosci kazda nieprzy-
wiedlna reprezentacja grupy skonczonej jest nieprzywedlna.



