
6. Wykªad

6.1. Reprezentacje nieprzywiedlne.

Twierdzenie 6.1. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech π ∈ Rep(G, X). Niech Y ⊂ X b¦dzie

podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla π. Wówczs istnieje podprzestrze« Z ⊂ X dopeªniaj¡ca dla Y i

niezmiennicza dla π.

Dowód. Niech Z0 b¦dzie dowoln¡ podprzestrzeni¡ dopeªniaj¡c¡ dla Y i niech P0 b¦dzie rzutem na
Y wzdªu» Z0. Niech

P = 1
|G|

∑
t∈G

π(t)−1P0π(t).

Wówczas

(1) P jest rzutem,
(2) Pπ(t) = π(t)P dla wszystkich t ∈ G,
(3) RanP = RanP0 = Y .

Ad (1). Poniewa» Y = RanP0 jest niezmiennicza dla π(r) dla wszystkich r ∈ G, mamy

P0π(r)P0 = π(r)P0 (1)

dla ka»dego r ∈ G. Zatem

P 2 = 1
|G|2

∑
t∈G

π(t)−1P0π(t)
∑
s∈G

π(s)−1P0π(s)

= 1
|G|2

∑
s,t∈G

π(t)−1P0π(ts−1)−1P0π(s)

= 1
|G|2

∑
s,t∈G

π(t)−1π(t)π(s)−1P0π(s)

= 1
|G|

∑
s∈G

(
1
|G|

∑
t∈G

1X

)
π(s)−1P0π(s) = P.

Ad (2). Dla dowolnego s ∈ G mamy

π(s)−1Pπ(s) = 1
|G|

∑
t∈G

π(s−1t−1)P0π(ts)

= 1
|G|

∑
t∈G

π(ts)−1P0π(ts)

= 1
|G|

∑
r∈G

π(r)−1P0π(r) = P.

Ad (3). Mamy na mocy (1)

P0P = 1
|G|

∑
t∈G

P0π(t)−1P0π(t) = 1
|G|

∑
t∈G

π(t)−1P0π(t) = P,

a wi¦c RanP ⊂ RanP0.
Podobnie

PP0 = 1
|G|

∑
t∈G

π(t)−1P0π(t)P0 = 1
|G|

∑
t∈G

π(t)−1π(t)P0 = 1XP0 = P0,

co daje RanP0 ⊂ RanP .
Teraz kªadziemy Z = kerP . Na mocy (2) podprzestrze« Z jest niezmiennicza dla π, a na mocy

(3) jest ona dopeªniaj¡ca dla Y . �

Wniosek 6.2. Neich G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech π ∈ Rep(G). Niech ρ b¦dzie podreprezen-

tacj¡ π. Wówczas istnieje podrepresentacja σ reprezentacji π taka, »e π ∼ ρ⊕ σ.

6.1.1. Uwaga o notacji. W sytuacji z wniosku 6.2 piszemy π = ρ ⊕ σ i mówimy, »e π jest sum¡

prost¡ podreprezentacji ρ i σ. Jest to notacja i terminologia powszechna, stosowana tak»e dla
przypadku grup niesko«czonych.
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6.1.2. Wa»ny przykªad. Niech G b¦dzie grup¡ �ax + b�. �atwo sprawdzamy, »e odwzorowanie

(a, b) 7−→
[
a b
0 1

]
jest reprezentacj¡ G na X = C2. Podprzestrze« Y ⊂ X skªadaj¡ca si¦ z wektorów o zerowej drugiej
wspóªrz¦dnej jest niezmiennicza dla tej reprezentacji, ale nie istnieje niezmiennicza podprzestrze«
dopeªniaj¡ca dla Y .

De�nicja 6.3. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G). Powiemy, »e π jest nieprzywiedlna,

je±li nie π nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

Wniosek 6.4. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech π ∈ Rep(G) b¦dzie sko«czenie wymiarowa.

Wówczas π jest sum¡ prost¡ podreprezentacji nieprzywiedlnych.

6.1.3. Uwaga. Mo»na te» rozwa»a¢ niesko«czone sumy proste reprezentacji. Wówczas prawdziwe
jest stwierdzenie, »e ka»da reprezentacja grupy sko«czonej jest sum¡ prost¡ reprezentacji nieprzy-
wiedlnych.

Stwierdzenie 6.5. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech π ∈ Rep(G, X) b¦dzie reprezentacj¡

nieprzywiedln¡. Wówczas dim π < ∞.

Dowód. Niech x ∈ X \ {0} i niech Y = span{π(t)x t ∈ G}. Wówczas Y jest podprzestrzeni¡
niezmiennicz¡ dla G. Poniewa», π jest nieprzywiedlna, mamy Y = X lub Y = {0}. Ale 0 6= x ∈ Y ,
wi¦c Y = X. Mamy zatem dim X = dim Y ≤ |G|. �

6.2. Reprezentacje unitarne, unitaryzowalno±¢.

De�nicja 6.6. Niech G b¦dzie grup¡ i niech π ∈ Rep(G, X), gdzie X jest przestrzeni¡ z iloczynem
skalarnym. Powiemy, »e π jest unitarna, je±li π(t) jest operatorem unitarnym dla ka»dego t ∈ G.

Niech G b¦dzie grup¡ i niech X b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ z iloczynem skalar-
nym. Je±li π ∈ Rep(X, G) jest unitarna i B jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni X, to zapisuj¡c
dla ka»dego t ∈ G

[
π(t)

]B
B =

π1,1(t) · · · π1,n(t)
...

. . .
...

πn,1(t) · · · πn,n(t)


mamy dla wszystkich 1 ≤ k, l ≤ n i t ∈ G

• πk,l(t−1) = πl,k(t),

•
n∑

p=1
πp,k(t)πp,l(t) = δk,l1X =

n∑
p=1

πk,p(t)πl,p(t).

De�nicja 6.7. Niech G b¦dzie grup¡.

(1) Reprezentacja π Rep(G) nazywamy unitaryzowaln¡, je±li π jest równowa»na reprezentacji
unitarnej.

(2) Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami z iloczynem skalarnym. Dwie reprezentacje π ∈
Rep(G, X) i ρ ∈ Rep(G, Y ) s¡ unitarnie równowa»ne, je±li istnieje unitarny operator
U ∈ L(X, Y ) taki, »e Uπ(t) = ρ(t)U dla wszystkich t ∈ G.

6.2.1. Uwaga. Zwró¢my uwag¦ na to, »e reprezentacja z przykªadu 6.1.2 nie jest unitaryzowalna.

Twierdzenie 6.8. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech X b¦dzie przestrzeni¡ z iloczynem

skalarnym (· ·)0 i niech π ∈ Rep(G, X). Wówczas istnieje na X nowy iloczyn skalarny (· ·) na X
taki, »e dla ka»dego t ∈ G odwzorowanie π(t) ∈ L(X) jest unitarne wzgl¦dem (· ·).

Dowód. Niech
(x y) = 1

|G|

∑
s∈G

(π(s)x π(s)y)0 .

�atwo sprawdzamy, »e dla ka»dego t ∈ G i ka»dego x, y ∈ X mamy

(π(t)x π(t)y) = (x y) ,
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a wi¦c przeksztaªcenie π(t) jest izometri¡. Jest ono równie» odwracalne, wi¦c π(t) jest unitarne
dla ka»dego t ∈ G. �

Wniosek 6.9. Ka»da reprezentacja grupy sko«czonej na przestrzeni posiadaj¡cej iloczyn skalarny

jest unitaryzowalna.

6.2.2. Uwaga. Ka»da przestrze« sko«czenie wymiarowa ma iloczyn skalarny, wi¦c ka»da sko«czenie
wymiarowa reprezentacja grupy sko«czonej jest unitaryzowalna. W szczególno±ci ka»da nieprzy-
wiedlna reprezentacja grupy sko«czonej jest nieprzywedlna.


