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Wyktad 24 - przypomnienie

stan koherentny
stan koherentny vs pojedyncze fotony na ptytce swiattodzielgcej
2 fotony na ptytce swiattodzielgcej
2 identyczne fotony na ptytce swiattodzielgcej
doswiadczenie Hong-Ou-Mandela
polaryzacja fotonu w réznych nieortogonalnych bazach
kryptografia kwantowa
stany splatane, przyktad 2 fotony splagtane w polaryzacji



XIX wiek: promienie katodowe i anodowe

Poczatek XIX w. Dalton — proporcje substancji w reakcjach chemicznych

1859 Plicker, rurki wytadowcze, promienie katodowe
1886 Goldstein, promienie kanalikowe

promienie
katodowe

rura wytadowcza

promienie
kanalikowe

/ i s oo it / /

ekran +
fluorescencyjny  anoda

promienie katodowe = elektrony
promienie kanalikowe = dodatnie jony atomowe

do pompy

e e o

katoda  fluorescencyjny

(1897, Thompson, Nagroda Nobla z fizyki 1906r.)
(1900, Wien)



Promieniowanie X, 1

tvacuated tupg

1985 W.K.Roentgen

1912 M. Laue o
Figure 2-17
Frequency Bremsstrahlung process for an electron
v=10"Hz X-ray entering the field of an atomic nucleus.
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Waypleru promieniowanie charakterystyczne — przejscia pomiedzy

& = 107 s poziomami energetycznymi atomow katody



Promieniowanie X, 2

Ugiecie Bragga (na monokrysztale)
(analogie: wyktad 13, siatka dyfrakcyjna;
wyktad 20, modulator akusto-optyczny) al

b)

A=AB + BC — AE = 2AB — AE = — 2AD cos ©

sin @
=> A =2dsin® = nAi

AD =
tan @
(warunek Bragga)




leniowanie X, 3

Prom

Metoda Debye’a-Scherrera

(metoda proszkowa)

2dsin @ = nAi
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Hipoteza de Broglie’a

1924 L. de Broglie
Oczekujemy symetrii: jesli fale elektromagnetyczne sg czgstkami to czgstki powinny by¢ falami

h
m

c

Dla swobodnej czastki o energii E = hiw mamy: ¥(z,t) = elkz-ot)

Podobnie jak dla fotonu z ptaskiej fali monochromatycznej (wyktad 23) doktadnie znamy
energie i ped czastki ale kompletnie nieokreslone jest jej potozenie oraz wtasnosci czasowe.

Jesli chcemy zdefiniowaé potozenie oraz czas potrzebujemy pakiety falowe w przestrzeni (np. wigzka

gaussowka) i czasie (np. impuls gaussowski).Obowigzuje zasada nieoznaczonosci Heisenberga

AxAp, = g

gdzie Ax oraz Ap,, nalezy rozumiec jako wariancje potozenia i pedu. Podobna nieréwnos¢ obowigzuje
dla czasu i energii:

h
AtAE = —
Liczby: 2
1. elektron, energia 100 eV p=.2m.E = 5.4 x 10 %*kg - ?,/1 = h/p = 0.12nm
2. atom sodu, T=108K E=kT =0.7x107%Y, p =vVmkT = 5 x 107%%kg - ?,/1 =h/p = 0.12um

3. kulka, 10g , 800m/s A=h/(Mv) =0.8x1073*m



dyfrakcja i interferencja elektronow

Dyfrakcja na krawedzi
E =3 x 10%eV, A=5x%x10"1m

Dyfrakcja na drucie 2 um

_ Zrédio E = 1.9 X 10%eV
||_ J| elektronéw
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witdkno ma dodatni potencjat




natgzenie

300
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Interferencja atomow
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He — dysza wytwarzajgca struge helu
A —szczelina 2 um

B — 2 szczeliny 1 um odlegte o 8um
PM - fotopowielacz

O. Carnal, J. Mlynek, PRL 66, 2689 (1991)

Physical
Review
Letters



Kondensat Bosego-Einsteina (ang. Bose — Einstein Condensate BEC)

BEC - fale materii

A=12um < o =6 x 108cm™3

High
Temperature T:
thermal velocity v
density d-3

Billiard balls

Low
Temperature T:
De Broglie wavelength
has=h/my = T-17
‘Wave packets”
T:Tcrit:
Bose-Einstein
Condensation
hdg=d
‘Matter wave overlap

T=0:
Pure Bose
condensate
‘Giant matter wave

.laser’” atomowy

interferencja 2
kondensatéw

tworzenie kond?ﬂ]snﬁatu

4
v




BEC - fale materii

A\ &

Eric A. Cornell Wolfgang Ketterle Carl E. Wieman

The Nobel Prize in Physics 2001 was awarded jointly to Eric A. Cornell, Wolfgang
Ketterle and Carl E. Wieman "for the achievement of Bose-Einstein condensation in

dilute gases of alkali atoms, and for early fundamental studies of the properties of the
condensates".



konsekwencje lokalizacji czastki

przyktad: elektron w atomie

E = Egin + Epot
pZ eZ

T 2m 4megr

Zatézmy, ze elektron krazy po orbicie o promieniu r.
Lokalizacja elektronu skutkuje rozmyciem jego

pedu — ped nie moze by¢ maty. Z zasady nieoznaczonosci
Heisenberga mamy: Ap > h/2Ax = h/r

Przyjmijmy: p = h/r
wtedy:
h? e?

2mr?  4meyr

szukamy minimum energii:

dE _ h? N e’
dr  mr3  A4meyr?
skad

4'77.'60h2

r= >

me
oraz

1 me*

o
mn 2 (4mey)?h?

E(r)




Rownanie Schrodingera, 1

1926 E. Schrodinger, czastce przypisujemy zespolong funkcje (funkcje falowa) W(z, t)

Postulaty: dtugosc fali de Broglie’a
/ o czestosé fali de Brogliea
: . . h
1. Spetnione sg réwnania : A= o v=E/h
2. Energia czastki: E=p%/2m+V

3. Roéwnanie musi by¢ liniowew ¥ - mozliwa interferencja

4. Dla V = const dostajemy funkcje falowa swobodnej czastki Wy, (2, t) = ei(wt‘TZ)

wyprowadzenie.....

ostatecznie, 1D r-nie Scrodingera to
he o +V(z,t)¥ = ih av
2m 0z2 “ BT

O poprawnosci r-nia Schrodingera wnioskujemy na podstawie zgodnosci jego
przewidywan z doswiadczeniem



Interpretacja funkcji falowej, 1

wedfug M. Borna  Rozwazamy zagadnienie 1-D: W(z, t)

Funkcja falowa W(z, t) kompletnie opisuje uktad fizyczny — nie mozemy mie¢ wiecej informacji o uktadzie

gestos¢ prawdopodobieristwa P(z,t) = |¥(zt)|?
interferencja Y=Y +V¥,|¥?=|¥]%+|¥]|% + 2Re(¥,; ¥, ")
normalizacja ff. fjooollp(z, )|?dz=1
prad prawdopodobieristwa %(LP‘P*) = = —% %(‘P*% — d;: ‘P)]

2Pz, ) +2j(z,t) =0 S

ot & 9. 1\% = \

\ prad prawdopodobienstwa

zachowanie prawdopodobienstwa fZZlZ P(z,)dz = - = j(zy,t) — j(2z,, 1)

Oczekujemy, ze prad prawdopodobienstwa bedzie rézniczkowalng funkcjg zmiennych przestrzennych. Stad
wynika ciggtos¢ funkcji falowej i jej pochodnych.



Interpretacja funkcji falowej, 2

Stany stacjonarne Nadal rozwazamy zagadnienie 1-D: W(z, t)

Potencjat nie zalezy o czasu. Zatézmy, ze da sie rozdzieli¢ zmienne W(z,t) = Y (2) f(t)
Wstawiamy do r-nia Schrodingera

h2 9% df

—o a2 TV@Yf =inp—
skad mamy
h? 0% d
~magr * Yy _in &
P f

Obie strony réwnania muszg by¢ statg. Nazwijmy jg E

dostajemy 2 réwnania:

h262¢+V =F

2m 0z2 Y=Ep
'hdf—E
e T f

Potrafimy rozwigzac 2. r-nie:
f(t) — ¢ lEt/h — p-iwt
Poréwnujac z funkcja falowg swobodnej czastki widzimy, ze E = Aw to energia czastki

Ostatecznie:
Y(z,t) = P(2)e E/R
W(z,t)|? = |P(2)|* <«— gestosé prawd. nie zalezy od czasu — stan stacjonarny
o zadanej energii



Od rozwigzan stacjonarnych do dynamiki

zatézmy, ze (dla danego uktadu) potrafimy znalez¢ stany
stacjonarne oraz opowiadajgce im energie Y, (z), E,, gdzie
n oznacza indeks badz zbidér indekséw (niekoniecznie dyskretnych)
Wtedy wiemy, ze:

Wo(z,t) = Py (Z)e_iEnt/h

Mechanika kwantowa dopuszcza superpozycje.
Rozwazmy najprostszg z nich:
Y(z,t) = a;p1(2)e Ert/h + ayyp, (2)e /M
i policzmy gestos¢ prawdopodobienistwa
|W(z t)|* = (a11/)1(2)9_iE1t/h + Clzl/)z(Z)e_iEzt/h)(‘11*1/)1*(Z)€iE1t/h + az*lpz*(z)eiEzt/h) =
= lay1 (2| + ay " ay1 (D (2)e" EL B g, a1, " (D) (2)e [ ErmEDUR 1 gy, (2)2

Er—E,

dudnienia z czestoscig w = -



nieskonczona studnia 1-D, 1

Czastka o masie m zamknieta w jednowymiarowym V (Z)
pudetku. Dtugos¢ pudetka: a

a a
V(Z)= 0d1a_5<aZ<E
OOdlaIZIZE

Dla |z| = % mamy Y(z) =0

a a sz . . .
W obszarze -3 <z< > trzeba znalez¢ rozwigzanie r-nia

[SYES)

N R

Schrodingera

h? d*y _
2mdz? v
czyli
2
F + kzl/J =0
. 2mE
gdzie k? = =3

Rozwigzania to
Y(z) = Acos(kz) + B sin(kz)

Funkcja falowa musi by¢ ciggta:

Acos(ka/2) + Bsin(ka/2) =0
Acos(—ka/2) + Bsin(—ka/2) =0

Uwaga: w tym zagadnieniu nie zgdamy ciggtosci pochodnych f.f. bo mamy nieskoriczony skok potencjatu



Nieskonczona studnia 1-D, 2

Y(z) = Acos(kz) + B sin(kz)
+ réwnania ciggtosci dajg dyskretny zbidr funkcji

% 9E,
falowych i energii czastki \/ . \/

@ = |2cos™ dlan=135
Y,(z) = acos " an=1,3)5,..

2 . 2wz
V,= sin—
a a
2 nmz _a n=2
Y, (z) = |—sin— dlan =246, ... . — "y
a a ?
funkcje falowe sg orto-normalne Vi écos%z
(0.0]
f 11ljm7~'bm*dz = Opm a/-‘\a x = E,
-7 £
—00 V=0
g oM 2 _ R
n 21121 n 2m a?

nieskonczona liczba dyskretnych
poziomow energetycznych



czastka w jamie (o skonczonej gtebokosci)

A

Czastka o masie m umieszczona w jednowymiarowej

jamie (studni) potencjatu. Szerokos¢ studni: a v i
0

Vy dlaz < —%

11

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

111

Rozwazamy ruch czastki oddzielnie w kazdym z obszarow [ — 11

h? d?

—%_dzlf = (E - Vo)l/) z < _g (1)
h? d?

o = EW —3<2<3 )
h? d?y

— === (E - V)Y 227 (3)

N

v



czastka w skonczonej jamie, 2

W obszarze Il korzystamy z gotowych rozwigzan dla
nieskonczenie gtebokiej studni

Y (z) = Acos(kz) + B sin(kz)
2mE

z k= 2

W obszarach /i /Il mamy dwie mozliwosci

1. E>V, czastka swobodna

2. E<YV, czastka uwieziona w jamie
Zajmiemy sie przypadkiem 2.

W obszarze I r-nie Schrodingera:
d*,
dz?
2m(Vy—E)
hz
ma rozwigzania wyktadnicze
Y;(z) =Ce™* + De**

—a’P; =0

gdzie a? =

Analogicznie,
l/)”I(Z) = Ee_az + Feaz

A

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

Vo

I 11 111

v

N

Wybieramy rozwigzania zanikajgce:
Y;(z) = De®
Y (z) = Ee™%

Zadamy ciagtosci funkcji falowej i jej pochodnej

na granicach obszarow
Yi(—a/2) =Yy (—a/2)

dy,| iy

dz —a/2 dz

To samo dla granicy w a /2.

—-a/2



czastka w skonczonej jamie, 3

Dzielimy rozwigzania na parzyste i nieparzyste. Zajmiemy sie 4

pierwszymi. Ciggtos¢ funkcji falowej i jej pochodnej w —a /2 V(z) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

daje
Acos(—ka/2) = De=%4/?
—kAsin(—ka/2) = aDe~%%/2 Vs ! I i
Dzielgc powyzsze r-nia stronami dostajemy
ktan(ka/2) = «
i przeksztatcamy do
(ka/2)tan(ka/2) = aa/2
a a z
Dla modéw niesymetrycznych analogiczne rachunki daja ) 2
—(ka/2) cot(ka/2) = aa/2
Nowe, bezwymiarowe, zmienne:
u=aa/2
v=ka/2
pozwalajg zapisaé r-nia wyzej w postaci
u=vtanv rozw. symetryczne
u = —vcotv rozw. niesymetryczne
Jednoczesnie, z poprzedniej transparencji, wyliczamy
5 , mlpa
uc+ve =

hZ



4 czastka w skonczonej jamie, 4

h:d tan(h d) -h:d cot(h,d)

2 2 _ mWpa - / . \ / '\ :
u“+ve= z 6 [ \
u=vtanv rozw. symetryczne
u = —vcotv rozw. niesymetryczne
Taki zestaw réwnan juz raz rozwigzywalismy przy okazji
analizy dielektrycznego ptaskiego falowodu symetrycznego

(wyktad 6). Wystarczy zrobi¢ podstawienie v = h,d, u =
mVOG,
2

h,d oraz — I/ aby skorzystac z gotowych rozwigzan...

Whioski:

1. Liczba rozwigzan n,,,, jest zawsze skoriczona i zalezy

mVya
A2

od wartoéci parametru
mVOa

. W szczegélnosci dla

2 < % istnieje tylko jedno rozwigzanie —
pojedynczy stan zwigzany w studni.

2. Rozwigzania mozemy ponumerowac poczynajgc od 1
do Ny 0y

3. Energie kolejnych standw rosng numerem indeksu




czastka w skonczonej jamie, 5

A

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

Whioski: Vo

1. Funkcja falowa czastki ,,wypetnia” jame
potencjatu — czgstka jest rownoczesnie w
catej jamie cho¢ prawdopodobienstwo
znalezienia jej w poszczegdlnych obszarach a a Z
nie jest takie samo. 2 2

2. Funkcje falowe majg niezerowg amplitude
takze w obszarach gdzie E < V,,. W obrazie
klasycznym nie ma takiej mozliwosci.

3. Gtebokos$¢ ,wnikania” funkcji falowej w
obszar klasycznie zabroniony jest rézna dla
réznych rozwigzan — generalna zasada: im
blizej V, jest energia czgstki tym gtebiej
penetruje ona obszary poza studnig




Potprzewodnikowe studnie kwantowe

i
Przykfad: laser na studniach kwantowych i !
I £ 3
ZnSe cap layer QW ___ g g -
ZnCdMgSe cla(.id.mg 4 & i % %’\ \ A °l
ZnCdMgSe gu1dlng al) "g é "o Pumping (a.u)
ZnCdSe QW 5 5 T
ZnCdMgSe guidi Bl | s i
n gSe guiding = - S mi J.L“. N
ZnCdMgSe cladding 400 500 600 700 800
111-V buffer layer _' | Wavelength (nm)
InP substrate L. Zeng, et al. APL 72 3136-3138 (1998)




Nieskonczona studnia 3-D, 1

Czastka o masie m zamknieta w prostopadtosciennym pudetku o wymiaracha X b X ¢

b b
Odla—=<x<=, —2<y<-, —-<z<-
V(x,y,2) = 2 2’ 2 2’ 2 2

oo wszedzie indziej

Funkcja falowa zeruje sie poza pudetkiem. Wewnatrz pudetka szukamy rozwigzan iloczynowych

Yy, 2) = P (O (V)Y (2)

Wstawiamy do r-nia Schrodingera

hZ
——AY =F
o M = EY
i przeksztatcamy do
1 1d%, 1d%,
Yy dx? Py dy? Py dz?

2mE
n2 -
Ostatnia rownos¢ jest rownowazna 3 r-niom

a2y, |
k=0, i=xyz Y kE=k
i

+k%?=0

gdzie, ponownie, k? =




Dla kazdego wymiaru stosujemy znane rozwigzania studni 1-D:

Nieskonczona studnia 3-D, 2

i

2 lmx
Yulx) = j:cos7 dlal =1,3,5, ...

2 lx
Y, (x) = \/:sm— dlal = 2,46, ...

a>b>c
" n=3
m=3
[=3
n=2
m=2
=2
m=1 n=1

2 mimy
l/}ym(y) = _COS b dlam =1,3,5,...
mmy
Yym (¥) _\/:Sln 5 dlam =246, ...
nnz
W, (2) = j:cosT dlan =1,3,5,.

nnz
W, (z) = \/:smT dlan = 2,4,6,.

Yimn(x,y,2) = lpxl(x)wym(y)wzn(z)
h?m? (1> m? n?
2m (ﬁ T 72)
uktad jest opisany przez 3 liczby kwantowe
I,mn=123..

Epmn =




kropki kwantowe, 1

Studnia 3-D o skonczonej gtebokosci

200 nm

1,0
3 08 \
0]
8“ _ "' "
S 06
Q
a ]
c
' 044
5 \
0,2 4 \4{
Im mniejsze kropki kwantowe tym . . . ; ; . . ; .

T T T T T T T T 1
450 500 550 600 850 YOO V50 800 850 900

bardziej niebieskie swiecenie % nm



kropki kwantowe, 2

CdSe Slze Dependent Absorbance

—S T
~__ 120A N\
\\\ \\ \/\ \

(
{¢
|

|

L 64 A

Abanrbance

\_/'\Jl
| it Y 12A v,Jw() \|

f i M e 7i74 i e | i
300 400 500 600 700 300 400 500 60C 700

Wavelength (nm)

jelito myszy, réozne markery:

actina — czerwony
laminina - zielony
jadro komorki - niebieski




4 Schodek potencjatu

czgstka pada od lewej strony na bariere

potencjatu. Oddzielnie wypisujemy r-nie ‘ 0 Z
Schrodingera dla obu obszaréw

dzw , fala padajagca

-z + kY =0 - fala obita

’y . .

dz? k" =0 ::> v Aetf1Z 4 Be~tk1Z dlaz < 0

- Z) =

k12 Zfrlr;E >0, k22 2m(Vy—E) >0

Ce K2z dlaz>0

\ penetracja bariery

(fala ewanescencyjna)

Ciggtosc¢ f.f. i jej pochodnej

1- iﬁ
A+B=C ::> _ k, 5 ) czastka odbija
iki(A—B) = —k,C B= 1+ i% ::> |BI* = |4] sie od schodka
2

gtebokos¢ wnikania = 1/k, analogia z catkowitym wewn. odbiciem (wyktad 5)



1928 G. Gamoyv, emisja a

\/ J JO a Z:
/
Aet*1Z 4 Be~tk1Z (dlaz < 0

rozwigzania: Y(z) =< (Ce *2z dlad<z<a

A'etk1Z 4 B'e~ik1Z {laz > q

2 _ 2mE
k==
2 2m(Vo—E)
kz —
72

tunelowanie

238 234 4 2+
o» U —g Th+, He

a 5‘2‘ He?

ciggtosc f.f.ijej 1. pochodnej + rachunki...
A 1

T = =
1(ky | ky\* .
1+Z(k—;+k—i) sinh?(k,a)

Stabe tunelowanie k,a > 1

E E
T=16—|(1——)e 2ka
Vo Vo



Scanning Tunelling Microscope (STM)

PZT

10\
s
L/

Piezoelectric tube

with electrodes

Tunneling
voltage

Control voltages for piezotube

Tunneling Distance control
current amplifier  and scanning unit

Data processing

and display

4. generacja

Czerwone - atomy Cs na GaAs (110) - niebieskie



3

oscylator harmoniczny,

v(z)

/.

|

|
-A A Z
Yzzzzn Vo0
Forbidden Allowed Forbidden

Rozwigzanie
z(t) = Acos(wt + @)

dz
v(t) = i —wA sin(wt + @)

energia

m K K
E=—2 —2=—A2
Ut =5

gestos¢ prawdopodobienstwa

1
Py = ,—AZ—ZZ

klasyczny

Potencjat i sita

K
V(2) :EZZ
aVv
F(Z) = —E = —Kz

Réwnanie ruchu
d%z X
m——s = —Kz
, dt?
d-z
— + w?z=0,0%=
dt?

m




oscylator harmoniczny, kwantowy, 1

Potencjat

V( _K,
Z)—ZZ

i
Stacjonarne rownanie Schrodingera
22 % +3 227y = Ey
212n dz2
_ay 42 2mE
Zdzz + K2 l/) - 72 llj
Yy _ o2 _ 2 _ mw _2E
dz2 - (( A)l/), { - A Z;/l_ Ao
\
Rozwigzania:
{2
Yn(Q) =Hp(Qe 2, n=012..

N

wielomian Hermite’a

1
En:ha)<n+§>

Normalizacja
(0]

f lpm(()lpm*({)d{ = Onm
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SiH, 020-0v30

SiDy  040-0v30
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