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²ȅƪƱŀŘ нр - przypomnienie

ü promienienie katodowe i anodowe

üǇǊƻƳƛŜƴƛŜ wƻŜƴǘƎŜƴŀΣ ŘȅŦǊŀƪŎƧŀ ƴŀ ƪǊȅǎȊǘŀƱŀŎƘ 

ü fale materii ςhipoteza de .ǊƻƎƭƛŜΩŀ



wƽǿƴŀƴƛŜ {ŎƘǊƻŘƛƴƎŜǊŀΣ м

1926 E. {ŎƘǊǃŘƛƴƎŜǊΣ ŎȊŊǎǘŎŜ ǇǊȊȅǇƛǎǳƧŜƳȅ ȊŜǎǇƻƭƻƴŊ ŦǳƴƪŎƧť όŦǳƴƪŎƧť ŦŀƭƻǿŊ) ɰᾀȟὸ

Postulaty:

1. {ǇŜƱƴƛƻƴŜ ǎŊ Ǌƽǿƴŀƴƛŀ : ‗ Ὧ
ᴐ
ȟ’ ὉȾὬ

2. 9ƴŜǊƎƛŀ ŎȊŊǎǘƪƛ: Ὁ ϳὴ ςά ὠ

3. wƽǿƴŀƴƛŜ Ƴǳǎƛ ōȅŏ ƭƛƴƛƻǿŜ ǿ  ɰ -Ƴƻȍƭƛǿŀ ƛƴǘŜǊŦŜǊŜƴŎƧŀ 

4. Dla  ὠ ÃÏÎÓÔŘƻǎǘŀƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ŦŀƭƻǿŊ ǎǿƻōƻŘƴŜƧ ŎȊŊǎǘƪƛ ɰ ᾀȟὸ Ὡ

ŘƱǳƎƻǏŏ Ŧŀƭƛ ŘŜ .ǊƻƎƭƛŜΩŀ

ŎȊťǎǘƻǏŏ Ŧŀƭƛ ŘŜ .ǊƻƎƭƛŜΩŀ

ǿȅǇǊƻǿŀŘȊŜƴƛŜΧΦΦ

ostatecznie, 1D r-nie Scrodingerato
ᴐ

ςά

ɰ

ᾀ
ὠᾀȟὸɰ Ὥᴐ

Ὠɰ

Ὠὸ

o ǇƻǇǊŀǿƴƻǏŎƛ Ǌ-niaSchrodingeraǿƴƛƻǎƪǳƧŜƳȅ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ȊƎƻŘƴƻǏŎƛ ƧŜƎƻ 
ǇǊȊŜǿƛŘȅǿŀƵ Ȋ ŘƻǏǿƛŀŘŎȊŜƴƛŜƳ



Interpretacja funkcji falowej, 1

Funkcja falowa ɰᾀȟὸƪƻƳǇƭŜǘƴƛŜ ƻǇƛǎǳƧŜ ǳƪƱŀŘ ŦƛȊȅŎȊƴȅ ςƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ƳƛŜŏ ǿƛťŎŜƧ ƛƴŦƻǊƳŀŎƧƛ ƻ ǳƪƱŀŘȊƛŜ

ƎťǎǘƻǏŏ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀὖᾀȟὸ ɰᾀȟὸ

interferencja ɰ ɰ ɰȟɰ ɰ ɰ ς2Åɰɰᶻ

normalizacja f.f. ᷿ ɰᾀȟὸ Ὠᾀ ρ

ǇǊŊŘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀɰɰᶻ Ễ
ᴐ
ɰᶻ

ᶻ

ɰ

ὖᾀȟὸ Ὦᾀȟὸ π

wƻȊǿŀȍŀƳȅ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛŜ 1-D: ɰᾀȟὸǿŜŘƱǳƎ aΦ .ƻǊƴŀ

ǇǊŊŘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ

hŎȊŜƪǳƧŜƳȅΣ ȍŜ ǇǊŊŘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ōťŘȊƛŜ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŀƭƴŊ ŦǳƴƪŎƧŊ ȊƳƛŜƴƴȅŎƘ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅŎƘΦ {ǘŊŘ 
ǿȅƴƛƪŀ ŎƛŊƎƱƻǏŏ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦŀƭƻǿŜƧ ƛ ƧŜƧ ǇƻŎƘƻŘƴȅŎƘΦ 



Interpretacja funkcji falowej, 2

tƻǘŜƴŎƧŀƱ ƴƛŜ ȊŀƭŜȍȅ ƻ ŎȊŀǎǳΦ  ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ Řŀ ǎƛť ǊƻȊŘȊƛŜƭƛŏ zmienne: ɰᾀȟὸ ᾀὪὸ
Wstawiamy do r-niaSchrodingera

ᴐ

ςά



ᾀ
Ὢ ὠᾀὪ Ὥᴐ

ὨὪ

Ὠὸ
ǎƪŊŘ ƳŀƳȅ

ᴐ
ςά
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ὠ



Ὥᴐ
ὨὪ
Ὠὸ
Ὢ

hōƛŜ ǎǘǊƻƴȅ Ǌƽǿƴŀƴƛŀ ƳǳǎȊŊ ōȅŏ ǎǘŀƱŊΦ bŀȊǿƛƧƳȅ ƧŊ Ὁ

zagadnienie stacjonarne

ŘƻǎǘŀƧŜƳȅ н ǊƽǿƴŀƴƛŀΥ
ᴐ

ςά



ᾀ
ὠ Ὁ

Ὥᴐ
ὨὪ

Ὠὸ
ὉὪ

tƻǘǊŀŦƛƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ нΦ Ǌ-nie:
Ὢὸ Ὡ Ⱦᴐ Ὡ

tƻǊƽǿƴǳƧŊŎ Ȋ ŦǳƴƪŎƧŊ ŦŀƭƻǿŊ ǎǿƻōƻŘƴŜƧ ŎȊŊǎǘƪƛ ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ Ὁ ᴐǘƻ ŜƴŜǊƎƛŀ ŎȊŊǎǘƪƛ

ƎťǎǘƻǏŏ ǇǊŀǿŘΦ ƴƛŜ ȊŀƭŜȍȅ ƻŘ ŎȊŀǎǳ ςstan stacjonarny
o zadanej energii

bŀŘŀƭ ǊƻȊǿŀȍŀƳȅ ǇǊȊȅǇŀŘŜƪ м-D: ɰᾀȟὸ

Ostatecznie:

ɰᾀȟὸ ᾀὩ Ⱦᴐ

ɰᾀȟὸ ᾀ



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ƧŀƳƛŜ όƻ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛύ

/ȊŊǎǘƪŀ ƻ ƳŀǎƛŜ άumieszczona w jednowymiarowej 
ƧŀƳƛŜ όǎǘǳŘƴƛύ ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳΦ {ȊŜǊƻƪƻǏŏ ǎǘǳŘƴƛΥὥ

ὠᾀ

ὠ ÄÌÁᾀ

πÄÌÁ ᾀ

ὠ ÄÌÁᾀ

studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛὠᾀ

ὠ

ὥ

ς
ὥ

ς

ᾀ

Ὅ ὍὍ ὍὍὍ

wƻȊǿŀȍŀƳȅ ǊǳŎƘ ŎȊŊǎǘƪƛ ƻŘŘȊƛŜƭƴƛŜ ǿ ƪŀȍŘȅƳ Ȋ ƻōǎȊŀǊƽǿ Ὅ ὍὍὍ
ᴐ

Ὁ ὠ  ᾀ (1)

ᴐ
Ὁ ᾀ (2)

ᴐ
Ὁ ὠ  ᾀ (3)

r-nie Schrodingera: 
ᴐ

ὠ Ὁ



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ н

W obszarze II mamy
 ᾀ ὃÃÏÓὯᾀ ὄÓÉÎὯᾀ

gdzie  Ὧ
ᴐ

studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛὠᾀ

ὠ

ὥ

ς
ὥ

ς

ᾀ

Ὅ ὍὍ ὍὍὍ

W obszarach I i IIIƳŀƳȅ ŘǿƛŜ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛ
1. Ὁ ὠ ŎȊŊǎǘƪŀ ǎǿƻōƻŘƴŀ
2. Ὁ ὠ ŎȊŊǎǘƪŀ ǳǿƛťȊƛƻƴŀ ǿ ƧŀƳƛŜ
½ŀƧƳƛŜƳȅ ǎƛť ǇǊȊȅǇŀŘƪƛŜƳ нΦ

W obszarze Ὅr-nie Schrodingera:
Ὠ

Ὠᾀ
 π

gdzie 
ᴐ

Ƴŀ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǿȅƪƱŀŘƴƛŎȊŜ
 ᾀ ὅὩ ὈὩ

Analogicznie,
 ᾀ ὉὩ ὊὩ

²ȅōƛŜǊŀƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ȊŀƴƛƪŀƧŊŎŜΥ
 ᾀ ὈὩ
 ᾀ ὉὩ

ÀŊŘŀƳȅ ŎƛŊƎƱƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦŀƭƻǿŜƧ ƛ ƧŜƧ ǇƻŎƘƻŘƴŜƧ 
ƴŀ ƎǊŀƴƛŎŀŎƘ ƻōǎȊŀǊƽǿ

 ὥȾς  ὥȾς
Ὠ

Ὠᾀ
Ⱦ

Ὠ

Ὠᾀ
Ⱦ

To samo dla granicy w ὥȾς.



ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ о

5ȊƛŜƭƛƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƴŀ ǇŀǊȊȅǎǘŜ ƛ ƴƛŜǇŀǊȊȅǎǘŜΦ ½ŀƧƳƛŜƳȅ ǎƛť 
ǇƛŜǊǿǎȊȅƳƛΦ /ƛŊƎƱƻǏŏ funkcji falowej i jej pochodnej w ὥȾς
daje
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ὯὃÓÉÎ
Ὧὥ

ς
ὈὩ Ⱦ

5ȊƛŜƭŊŎ ǇƻǿȅȍǎȊŜ Ǌ-niastronami dostajemy
ὯÔÁÎὯὥȾς 

ƛ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƳȅ Řƻ

ÔÁÎὯὥȾς


Ὧ

ὠ

Ὁ
ρ

ςάὠ

ᴐὯ
ρ

5ƭŀ ƳƻŘƽǿ ƴƛŜǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴȅŎƘ ŀƴŀƭƻƎƛŎȊƴŜ ǊŀŎƘǳƴƪƛ ŘŀƧŊ
ÃÏÔὯὥȾς ȾὯ

r-niaǇǊȊŜǎǘťǇƴŜ Ҧ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƴǳƳŜǊȅŎȊƴŜ

Ὧ

ÔÁÎὯὥȾς
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ςάὠ

ᴐὯ
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ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ п

ὠ

Analogia do dielektrycznego ǇƱŀǎƪƛŜƎƻ ŦŀƭƻǿƻŘǳ 
ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŜƎƻ όǿȅƪƱŀŘ сύΦ 

ό ὺ ὠ
ό ὺÔÁÎὺ rozw. symetryczne
ό ὺÃÏÔὺ rozw. niesymetryczne



studnia 1-D o ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ
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ŎȊŊǎǘƪŀ ǿ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƧŀƳƛŜΣ р

Wnioski 2:

1. CǳƴƪŎƧŀ Ŧŀƭƻǿŀ ŎȊŊǎǘƪƛ αǿȅǇŜƱƴƛŀέ ƧŀƳť ǇƻǘŜƴŎƧŀƱǳ ςŎȊŊǎǘƪŀ ƧŜǎǘ 
ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ǿ ŎŀƱŜƧ ƧŀƳƛŜ ŎƘƻŏ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ 
ƧŜƧ ǿ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅŎƘ ƻōǎȊŀǊŀŎƘ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǘŀƪƛŜ ǎŀƳƻΦ

2. CǳƴƪŎƧŜ ŦŀƭƻǿŜ ƳŀƧŊ ƴƛŜȊŜǊƻǿŊ ŀƳǇƭƛǘǳŘť ǘŀƪȍŜ ǿ ƻōǎȊŀǊŀŎƘ ƎŘȊƛŜ 
Ὁ ὠΦ ² ƻōǊŀȊƛŜ ƪƭŀǎȅŎȊƴȅƳ ƴƛŜ Ƴŀ ǘŀƪƛŜƧ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ

3. DƱťōƻƪƻǏŏ αǿƴƛƪŀƴƛŀέ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦŀƭƻǿŜƧ ǿ ƻōǎȊŀǊ ƪƭŀǎȅŎȊƴƛŜ ȊŀōǊƻƴƛƻƴȅ 
ƧŜǎǘ Ǌƽȍƴŀ Řƭŀ ǊƽȍƴȅŎƘ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ςƎŜƴŜǊŀƭƴŀ ȊŀǎŀŘŀΥ ƛƳ ōƭƛȍŜƧ ὠ jest 
ŜƴŜǊƎƛŀ ŎȊŊǎǘƪƛ ǘȅƳ ƎƱťōƛŜƧ ǇŜƴŜǘǊǳƧŜ ƻƴŀ ƻōǎȊŀǊȅ ǇƻȊŀ ǎǘǳŘƴƛŊ 

Wnioski 1:
1. [ƛŎȊōŀ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ὲ ƧŜǎǘ ȊŀǿǎȊŜ ǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ƛ ȊŀƭŜȍȅ 
ƻŘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿΦ ² ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ Ƴƻȍƴŀ 
ŘƻōǊŀŏ ǇŀǊŀƳŜǘǊȅ ǘŀƪ ōȅ ƛǎǘƴƛŀƱƻ ǘȅƭƪƻ ƧŜŘƴƻ 
ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ ςǇƻƧŜŘȅƴŎȊȅ ǎǘŀƴ ȊǿƛŊȊŀƴȅ ǿ ǎǘǳŘƴƛΦ

2. wƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƳƻȍŜƳȅ ǇƻƴǳƳŜǊƻǿŀŏ ǇƻŎȊȅƴŀƧŊŎ ƻŘ м 
do ὲ . Liczba ὲƴǳƳŜǊǳƧŊŎŜ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƴŀȊȅǿŀƴŀ 
ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ƪǿŀƴǘƻǿŊΦ

3. 9ƴŜǊƎƛŜ ƪƻƭŜƧƴȅŎƘ ǎǘŀƴƽǿ ǊƻǎƴŊ Ȋ ƴǳƳŜǊŜƳ ƭƛŎȊōȅ 
kwantowej ὲ.



tƽƱǇǊȊŜǿƻŘƴƛƪƻǿŜ ǎǘǳŘƴƛŜ ƪǿŀƴǘƻǿŜ

L. Zeng, et al. APL 72 3136-3138 (1998)

tǊȊȅƪƱŀŘΥ ƭŀǎŜǊ ƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀŎƘ ƪǿŀƴǘƻǿȅŎƘ



bƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ о-D, 1

CǳƴƪŎƧŀ Ŧŀƭƻǿŀ ȊŜǊǳƧŜ ǎƛť ǇƻȊŀ ǇǳŘŜƱƪƛŜƳΦ ²ŜǿƴŊǘǊȊ ǇǳŘŜƱƪŀ ǎȊǳƪŀƳȅ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿȅŎƘ
ὼȟώȟᾀ  ὼ ώ ᾀ

Wstawiamy do r-niaSchrodingera
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Ὧ π

gdzie, ponownie, Ὧ
ᴐ

.

hǎǘŀǘƴƛŀ ǊƽǿƴƻǏŏ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴƻǿŀȍƴŀ о Ǌ-niom
Ὠ

Ὠὼ
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πdla ὼ ȟ ώ ȟ ᾀ

ЊǿǎȊťŘȊƛŜ ƛƴŘȊƛŜƧ

/ȊŊǎǘƪŀ ƻ ƳŀǎƛŜ άȊŀƳƪƴƛťǘŀ ǿ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŜƴƴȅƳ ǇǳŘŜƱƪǳ ƻ ǿȅƳƛŀǊŀŎƘ ὥ ὦ ὧ



bƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ǎǘǳŘƴƛŀ о-D, 2

5ƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ǿȅƳƛŀǊǳ ǎǘƻǎǳƧŜƳȅ ȊƴŀƴŜ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǎǘǳŘƴƛ м-D:
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ǳƪƱŀŘ jest opisany przez 3 liczby kwantowe
ὰȟάȟὲ ρȟςȟσȣ



kropki kwantowe, 1

Studnia 3-5 ƻ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎƱťōƻƪƻǏŎƛ

Im mniejsze kropki kwantowe tym 

bardziej niebieskie Ŝwiecenie



kropki kwantowe, 2

CdSe

ƧŜƭƛǘƻ ƳȅǎȊȅΣ ǊƽȍƴŜ ƳŀǊƪŜǊȅΥ

actina ςczerwony
laminina - zielony
ƧŊŘǊƻ ƪƻƳƽǊƪƛ - niebieski
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tunelowanie

1928 G. Gamov, emisja 

ŎƛŊƎƱƻǏŏ f.f. i jej 1. pochodnej + ǊŀŎƘǳƴƪƛΧ
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Scanning Tunelling Microscope (STM)

2 1k a

Czerwone - atomy Cs na GaAs (110) - niebieskie

1. generacja 4. generacja

PZT



oscylator harmoniczny, klasyczny
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oscylator harmoniczny, kwantowy, 1

wƽǿƴŀƴƛŜ Schrodingera
ᴐ

ςά

Ὠ

Ὠᾀ

ὑ

ς
ᾀ Ὁ

ᴐ
ᾀ Ὁ, gdzie

Ὠ

Ὠ‒
‒ ‗

‒
ά

ᴐ
ȟ ‗

ςὉ

ᴐ

Normalizacja

 ᾀὨᾀ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ                                   

 ‒ Ὄ ‒Ὡ ϳ

wielomian IŜǊƳƛǘŜΩŀ
energia

Ὁ ᴐὲ
ρ

ς

tƻǘŜƴŎƧŀƱ ƛ ǎƛƱŀ

ὠᾀ
ὑ

ς
ᾀ

ǇŀǘǊȊ ǿȅƪƱŀŘ мпΥ ǿƛŊȊƪƛ Dŀǳǎǎŀ-Hermita



ǇƻȊƛƻƳȅ ƻǎŎȅƭŀŎȅƧƴŜ ŎȊŊǎǘŜŎȊŜƪΣ м

M. Fukushima, S. Mayama, and K. Obi, J.Chem.Phys. 96, 44-52 (1992)
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ǇƻȊƛƻƳȅ ƻǎŎȅƭŀŎȅƧƴŜ ŎȊŊǎǘŜŎȊŜƪΣ н
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1911

Ernest Rutherford

(1871-1937)
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мύ ǎƛƱŀΥ
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ȊŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƧŊŘǊƻ ƧŜǎǘ ǇǳƴƪǘƻǿŜ

ὦ- parametr zderzenia
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ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿȅ ǇǊȊŜƪǊƽƧ ŎȊȅƴƴȅ ƴŀ ǊƻȊǇǊŀǎȊŀƴƛŜΥ    Ὠ„ ς“ὦὨὦ

9ŦŜƪǘȅǿƴŀ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛŀ ŀǘƻƳƽǿ ǿ Ŧƻƭƛƛ ƻ ƎǊǳōƻǏŎƛ Ὀ, polu ὃƻǊŀȊ ƎťǎǘƻǏŎƛ ὔto
Ὠὃ ς“ὦὔὈὃὨὦ

Procent ǊƻȊǇǊƻǎȊƻƴȅŎƘ ŎȊŊǎǘŜƪ ǎǇƻǏǊƽŘ ὲŎȊŊǎǘŜƪ ǇŀŘŀƧŊŎȅŎƘ:
Ὠὲ ὲɇς“ὦὔὈὃὨὦ

kŃt bryğowy
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‖

ά‡

ρ

ÓÉÎϳɡς
Ὠɡ

Ὠὲ

ὲ

ὤὩὈὔ

τ“ ά ‡ ÓÉÎϳɡς
Ὠɱ

hŘǎǘťǇǎǘǿŀ ƻŘ ǇƻǿȅȍǎȊŜƧ  ŦƻǊƳǳƱȅ ǇƻǿȅȍŜƧ ǇƻȊǿŀƭŀƧŊ ƻǎȊŀŎƻǿŀŏ ǇǊƻƳƛŜƵ ƧŊŘǊŀ ŀǘƻƳƻǿŜƎƻ
Ὑḙρπ Í

atom jest pusty!



1902 Lenard 1913 Franck i Hertz
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