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Wyktad 25 - przypomnienie

» promienienie katodowe i anodowe
» promienie Roentgena, dyfrakcja na krysztatach
» fale materii — hipoteza de Broglie’a



Rownanie Schrodingera, 1

1926 E. Schrédinger, czastce przypisujemy zespolong funkcje (funkcje falowa) W(z, t)

Postulaty: dtugosc fali de Broglie’a
czestosc fali de Broglie’a
. , . h 2T 14
1. Spetnione sg rownania : A= 5 (k = = E)’ v=E/h
2. Energia czastki: E=p%/2m+V

3. Roéwnanie musi by¢ liniowew ¥ - mozliwa interferencja

4. Dla V = const dostajemy funkcje falowa swobodnej czgstki W, (2, t) = ei(“’t‘TZ)

wyprowadzenie.....

ostatecznie, 1D r-nie Scrodingera to
he o +V(z,t)¥ = ih av
2m 0z2 “ BT

0 poprawnosci r-nia Schrodingera wnioskujemy na podstawie zgodnosci jego
przewidywan z doswiadczeniem



Interpretacja funkcji falowej, 1

wedfug M. Borna  Rozwazamy zagadnienie 1-D: W(z, t)

Funkcja falowa W(z, t) kompletnie opisuje uktad fizyczny — nie mozemy mie¢ wiecej informacji o uktadzie

gestos¢ prawdopodobieristwa P(z,t) = |¥(zt)|?
interferencja Y=Y +V¥,|¥?=|¥]%+|¥]|% + 2Re(¥,; ¥, ")
normalizacja ff. fjooollp(z, )|?dz=1
» D () = oo o D[ (e d¥ _a¥
prad prawdopodobienstwa a(‘{"{’ )= = 57 | 70m (‘P o ‘P)]
2Pz, ) +2j(z,t) =0 S
ot Z azj zt) = \

\ prad prawdopodobienstwa

Oczekujemy, ze prad prawdopodobienstwa bedzie rézniczkowalng funkcjg zmiennych przestrzennych
wynika ciggtos¢ funkcji falowej i jej pochodnych.

. Stad



Interpretacja funkcji falowej, 2

zagadnienie stacjonarne Nadal rozwazamy przypadek 1-D: W(z, t)

Potencjat nie zalezy o czasu. Zatézmy, ze da sie rozdzieli¢ zmienne: W(z,t) = Y(z)f(t)
Wstawiamy do r-nia Schrodingera

h2 9% df

—o a2 TV@Yf =inp—
skad mamy
h? 0% d
~magr * Yy _in &
P f

Obie strony réwnania muszg by¢ statg. Nazwijmy jg E

dostajemy 2 réwnania:

h262¢+V =F

2m 0z2 Y=Ep
'hdf—E
e T f

Potrafimy rozwigzac 2. r-nie:
f(t) — ¢ lEt/h — p-iwt
Poréwnujac z funkcja falowg swobodnej czastki widzimy, ze E = Aw to energia czastki

Ostatecznie:
Y(z,t) = P(2)e E/R
W(z,t)|? = |P(2)|* <«— gestosé prawd. nie zalezy od czasu — stan stacjonarny
o zadanej energii



czastka w jamie (o skonczonej gtebokosci)

A

Czastka o masie m umieszczona w jednowymiarowe;j

11

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

111

jamie (studni) potencjatu. Szerokos¢ studni: a v i
0
Vo dlaz<—2
V(z) = Odla—§<z<%
Vo dlaz > .
: . hZ 92y 2
r-nie Schrodingera: ozt VY = Ey

Rozwazamy ruch czastki oddzielnie w kazdym z obszarow [ — 11

h? d?

_%_dzzf = (E — Vo)l/) z < _g (1)
h? d?

o = EW —3<2<3 )
h? d?y

— === (E - V)Y 227 (3)

N

v



czastka w skonczonej jamie, 2

W obszarze Il mamy
Y;1(z) = Acos(kz) + B sin(kz)
2mE
A2

gdzie k =

W obszarach /i /Il mamy dwie mozliwosci

1. E>V, czastka swobodna

2. E<YV, czastka uwieziona w jamie
Zajmiemy sie przypadkiem 2.

W obszarze I r-nie Schrodingera:
d*,

dz?

, ,Zm(V —E)
gdziea = h—g

ma rozwigzania wykfadnicze
Y;(z) = Ce™* 4+ De**

—a*P; =0

Analogicznie,
lp”I(Z) = Ee_az + Feaz

A

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

v, I 11 111

v

N

Wybieramy rozwigzania zanikajgce:
Y;(z) = De®
Y (z) = Ee™%

Zadamy ciagtosci funkcji falowej i jej pochodnej
na granicach obszarow
Yi(—a/2) =Yy (—a/2)
dy,| iy
dz —a/2 dz

To samo dla granicy w a /2.

—-a/2



.

Dzielimy rozwigzania na parzyste i nieparzyste. Zajmiemy sie
pierwszymi. Ciggto$¢ funkcji falowej i jej pochodnej w a /2
daje

Acos(ka/2) = De~%4/2

ka
—kAsin <7> = —aDe~%4/2

Dzielgc powyzsze r-nia stronami dostajemy
ktan(ka/2) = a
i przeksztatcamy do

a Vo 2mV,
tan(ka/2)=z= E—]_: W_l

Dla modow niesymetrycznych analogiczne rachunki dajg
—cot(ka/2) = a/k

r-nia przestepne - rozwigzania numeryczne

A

i
|
2mV, |
h2)2 - 1]
|

tan(ka/2)

—ctan(ka/2)

czastka w skonczonej jamie, 3

|
|
|
|
|
|
|
|
:
|
|
|
tan(ka/2) :
:
|
|
|
|
:
|
|
|

v

/2



u

Analogia do dielektrycznego ptaskiego falowodu
symetrycznego (wyktad 6).

ut+vi=v
u=vtanv rozw. symetryczne
u=—vcotv rozw. niesymetryczne

czastka w skonczonej jamie, 4

hdtan(hd)  -hdcot(hd)

VAR R

\




Whioski 1:
1.

czastka w skonczonej jamie, 5

A

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

Liczba rozwigzan n,,,, jest zawsze skonczona i zalezy
od wartosci parametrow. W szczegdlnosci mozna
dobra¢ parametry tak by istniato tylko jedno
rozwigzanie — pojedynczy stan zwigzany w studni.
Rozwigzania mozemy ponumerowacé poczynajac od 1
do Ny, 4. Liczba n numerujgce rozwigzania nazywana >
jest liczbg kwantowa. ——
Energie kolejnych standw rosng z numerem liczby
kwantowej n.

Vo

Whioski 2:

1. Funkcja falowa czastki ,wypetnia” jame potencjatu — czagstka jest
réwnoczes$nie w catej jamie cho¢ prawdopodobienstwo znalezienia
jej w poszczegdlnych obszarach nie jest takie samo.

2. Funkcje falowe majg niezerowg amplitude takze w obszarach gdzie
E < V,. W obrazie klasycznym nie ma takiej mozliwosci.

3. Gtebokos$¢ ,,wnikania” funkcji falowej w obszar klasycznie zabroniony
jest rézna dla réznych rozwigzan — generalna zasada: im blizej I/, jest
energia czastki tym gtebiej penetruje ona obszary poza studnig



Potprzewodnikowe studnie kwantowe

i
Przykfad: laser na studniach kwantowych i !
I £ 3
ZnSe cap layer QW ___ g g -
ZnCdMgSe cla(.id.mg 4 & i % %’\ \ A °l
ZnCdMgSe gu1dlng al) "g é "o Pumping (a.u)
ZnCdSe QW 5 5 T
ZnCdMgSe guidi Bl | s i
n gSe guiding = - S mi J.L“. N
ZnCdMgSe cladding 400 500 600 700 800
111-V buffer layer _' | Wavelength (nm)
InP substrate L. Zeng, et al. APL 72 3136-3138 (1998)




Nieskonczona studnia 3-D, 1

Czastka o masie m zamknieta w prostopadtosciennym pudetku o wymiaracha X b X ¢

b b
Odla—=<x<=, —2<y<-, —-<z<-
V(x,y,2) = 2 2’ 2 2’ 2 2

oo wszedzie indziej

Funkcja falowa zeruje sie poza pudetkiem. Wewnatrz pudetka szukamy rozwigzan iloczynowych

Yy, 2) = P (O (V)Y (2)

Wstawiamy do r-nia Schrodingera

hZ
——AY =F
o M = EY
i przeksztatcamy do
1 1d%, 1d%,
Yy dx? Py dy? Py dz?

2mE
n2 -
Ostatnia rownos¢ jest rownowazna 3 r-niom

a2y, |
k=0, i=xyz Y kE=k
i

+k%?=0

gdzie, ponownie, k? =




Dla kazdego wymiaru stosujemy znane rozwigzania studni 1-D:

Nieskonczona studnia 3-D, 2

i

2 lmx
Yulx) = j:cos7 dlal =1,3,5, ...

2 lx
Y, (x) = \/:sm— dlal = 2,46, ...

a>b>c
" n=3
m=3
[=3
n=2
m=2
=2
m=1 n=1

2 mimy
l/}ym(y) = _COS b dlam =1,3,5,...
mmy
Yym (¥) _\/:Sln 5 dlam =246, ...
nnz
W, (2) = j:cosT dlan =1,3,5,.

nnz
W, (z) = \/:smT dlan = 2,4,6,.

Yimn(x,y,2) = lpxl(x)wym(y)wzn(z)
h2m? (12 m2 n?
= — +
2m ( b2 >
uktad jest opisany przez 3 liczby kwantowe
I,mn=123..

E lmn




kropki kwantowe, 1

Studnia 3-D o skonczonej gtebokosci

200 nm
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kropki kwantowe, 2

CdSe Slze Dependent Absorbance
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jelito myszy, réozne markery:

actina — czerwony
laminina - zielony
jadro komorki - niebieski




Schodek potencjatu

0 Z
fala padajgca

czgstka pada od lewej strony na bariere

potencjatu. Oddzielnie wypisujemy r-nie ‘
Schrodingera dla obu obszaréw

v

d
= ki*p =0 - fala obita
Y oo
dz2 2 Y= v Ae'™ 1% 4+ Be7t1Z dlaz < 0
2mE 2m(Vy—E) z) =
ki’ Z; >0, ky° =mh—§>0 Ce K2z dlaz>0

\ penetracja bariery

(fala ewanescencyjna)

Ciggtosc¢ f.f. i jej pochodnej

A+B=C ::> _ k, 5 ) czastka odbija
iki(A—B) = —k,C B= 1+ iﬁA ::> |BI* = |4] sie od schodka

gtebokos¢ wnikania = 1/k, analogia z catkowitym wewn. odbiciem (wyktad 5)



4 tunelowame_

1928 G. Gamoyv, emisja a

238 234 4 2+
o» U —g Th+, He

a =5 He*
' : A >
\/ J JO a |
/
Aeik1z 4 Be—ik1z (la z < 0 ciggtos¢ f.f.ijej 1. pochodnej + rachunki...

12
rozwigzania: Y(z) = Ce K2z dlad<z<a T = A_ 1

A'etk1Z 4 B'e~ik1Z {laz > q

1(ky | ky\* .
1+Z(k—;+k—i) sinh2(k,a)

Stabe tunelowanie k,a > 1

2 _ 2mE
kl o hZ > O T 16 E <1 E) —2k2a
kzz = W >0 Vo Vo

analogia z tunelowaniem Swiatta



Scanning Tunelling Microscope (STM)

PZT

10\
s
L/

Piezoelectric tube

with electrodes

Tunneling
voltage

Control voltages for piezotube

Tunneling Distance control
current amplifier  and scanning unit

Data processing

and display

4. generacja

Czerwone - atomy Cs na GaAs (110) - niebieskie



3

oscylator harmoniczny,

v(z)

|

/.

|
-A A Z
Yzzzzn Vo0
Forbidden Allowed Forbidden

Rozwigzanie
z(t) = Acos(wt + @)

dz
v(t) = —— = —wAsin(wt + @)

dt
energia
m K K
— .2 — .2 — A2
E 2v(t)+2z(t) 2A

gestosc prawdopodobienstwa

1
P = Tz

klasyczny

Potencjat i sita

Roéwnanie ruchu
d%z
s
d%z 5
W +w‘z=0

= —Kz




oscylator harmoniczny, kwantowy, 1

Potencjat i sita

V( X
Z)—EZ

i
Rownanie Schrodingera
h? d*y K
—_ L 4+ _72Y=EF
omd2 127V
_a% @ o o= |K
dzz+hzz¢—E, gdmew-\/;
d?y
— 1 — (72 —
,  Mmw 2E
= —, A = —
h hw
\
rozwigzanie

Yn(() = Hy (e 5"/
N

wielomian Hermite’a
energia

1
En=ha)<n+§>

patrz wyktad 14: wigzki Gaussa-Hermita

Normalizacja

[ ¥m@ndz =




> poziomy oscylacyjne czasteczek, 1

2
1
A v'=0
g3 4 3 2 b
SiHy 020-0v50 SiH — 1 f — T~
2 2 2 —_—
Gg) fluorescencja
L 5
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@ A 4 4
B \ 4
ST 6 5 4 3 2 1 s 3
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. " = v 1
SlDE Uflﬂ'ﬂ‘fzﬂ v’'=0
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Wavelength / nm

M. Fukushima, S. Mayama, and K. Obi, J.Chem.Phys. 96, 44-52 (1992)



Ahsorbance

poziomy oscylacyjne czgsteczek, 2

Visible band system of I2
010 + (26,07 band (943.47 nm)
¥
n.0a ~
0.00 ~

-0.05 - \

L corvergence limit

| reqion of dlowed =2 tEnsitions

-010 -

015 L \

region of dlowed v'=1 tEnsitions
020 b .

A00 f20 40 a6 aa0 G000 G20 640
Wavelength (nim)



- Doswiadczenie Rutherforda, 1

1911
_ 7
kolimator
o ]
#rédio czastkia U
promieniotwoércze N
ekran
scyntylacyjny
Ernest Rutherford
104 (1871-1937)
SF
L JW%R M
102 =
J
10 I
\ V,
v 1 ] ] 1 ] 1 ] 1
do pompy 0 20 40 60 80 100 120 140 160

0



g Doswiadczenie Rutherforda, 2

zatézmy, ze jadro jest punktowe

1) sita: 2) zachowanie momentu pedu:
L, 2Ze* T do
— _ _ 2 29
Amer?r (mvob) 4 <mr dt )M
F| =Fsin¢g stad mamy:
Fy =Fcos¢ 1 do
= /™
z1)i2) mamy
dvl—F _2Ze*1  2Ze* 1 d¢
M T LT 41ey 12 SIe = 4mey vob dt sing
tp 5]
dvldt— K j _ dgbdt _ 2Ze?
dt ~ mugb sin¢ det £ A€,
25 ta ta
= . VpSin O m—0
& = f d ~ j ingd in® = —— (1 + cos 0)
= = =
v, mvob sin ¢ d¢ = v, sin —" cos
0 0
K
b - parametr zderzenia b= > cot(0/2)
mu,



Doswiadczenie Rutherforda, 3

K
b= — cot(®/2)
K 1 16
"~ muy2?sin2(0/2)

db

rézniczkowy przekrdj czynny na rozpraszanie: do = 2mbdb

Efektywna powierzchnia atomoéw w folii o grubosci D, polu A oraz gestosci N to
dA = 2nbNDAdb

Procent rozproszonych czgstek a sposrdd n czastek padajgcych:
dn =n-2nbNDAdb

dn Z%e*DN .
n  (4mey)?m2vysind(0/2) A

— kat brytowy

Odstepstwa od powyzszej formuty powyzej pozwalajg oszacowad promien jgdra atomowego
R=10""m
atom jest pusty!



- Doswiadczenie Franka-Hertza

1902 Lenard

gaz pod
niskim
ci$nieniem

Zarowy
Vi

1o e
it p——

uktad

doswiadczalny

I 3
Vi Vs

typowy pomiar

1913 Franck i Hertz

S|

zderzenie sprezyste

+
|

1 zderzenie niesprezyste

uktad

doswiadczalny

2 zderzenia niespr¢zyste

3 zderzenia niesprezyste
4 zderzenia niesprgzyste

)
1
I
I
1
1
1
I
1

3V, 4V, Vg
typowy pomiar



Wracamy do wyktadu 25

_ad

Uktad fizyczny, w jezyku kwantowym, mozemy opisac funkcjg falowa
Y(x,y,2zt)

Funkcja W spetnia nierelatywistyczne r-nie Schrodingera:
" AY +V(z, )Y = ih av
2m % BT

gdzie V(z,t) opisuje potencjat

Interpretacja funkcji falowej:

» gestos¢ prawdopodobienistwa P(z,t) = |¥(z t)|?
* interferencja Y=Y+, |¥? =%+ |P|*+
2Re(¥,¥,")
« normalizacja f.f. ffoooltl’(z, t)|?dz =1
> > —iEt
* rozwigzania stacjonarne Y(r,t) =y (r)e r, E-energiaczastki
2 2
LAY

2m 0z2



