Cwiczenia 2

Zadanie

Pocisk o masie m i skierowanej horyzontalnie (w stosunku do pola grawitacji g) predkosci
v wpada do akwarium wypelnionego gesta materig, w ktorej dziata nan sita oporu Fy, =
—kv (k > 0. Znalez¢ potozenie (glebokosé) punktu, w ktérym uderzy on w przeciwlegla
Scianke odlegla od punktu wlotu o d.

Rozwigzanie

Wprowadzmy uktad wspotrzednych, ktorego poczatkiem jest punkt wlotu, o$ z jest skiero-
wana do gory, a o§ x w kierunku v. Réwnanie Newtona ma = mv = mg + F,, rozpisane
w tym uktadzie daje dwa rownania (trzecie jest nieistotne)

Ba(t) = - va(t).
B:(t) = =~ v.(t) — g

Sa one niezalezne od siebie. Z pierwszego po rozdzieleniu zmiennych mamy

ve(®) ), K
/ .
vwo  Ux m

Wybralismy czas wlotu ¢ty = 0 i wprowadzilismy oznaczenie vy = v,(0) = |vg|. Scatkowanie
daje

vy (t) = vy e~ /Mt

Powtorne catkowanie da zaleznosé od czasu wspotrzednej z-owej polozenia pocisku:

t t
z(t) = / dt’ v, (t') = Uo/ dt et = 120 (1 — e (/mity.
0 0 K
Widag¢ stad, ze zasieg ruchu wzdluz osi x nie jest nieograniczony: przy ustalonych mvy = pg
(czyli pedzie poczatkowym) i wspolezynniku k sity oporu pocisk nie przekroczy pya, =
mug/k (a i osiagniecie tej odlegtosci zajmuje mu wiecznosé). Aby pocisk dolecial (w skon-
czonym czasie) do przeciwleglej cianki musi by¢ spetniony warunek

Kkd
Tmax > d, czyli #——<1.
muvg

Scatkowaé drugie réownanie (na v,(t)) mozna na rozne sposoby. Najprosciej jest znow
rozdzielajac zmienne.! Dostajemy wowczas

ve(t) duv,
— = —gt,
/0 1+ (v/mg)v. 7

Inny sposob, o ktérym warto pamietaé, bo czesto jest uzyteczny, polega na przepisaniu tego réw-
nania w zmiennej v, = v, + 7g; Poniewaz 0] = v., r6wnanie przejdzie w takie samo rownanie, jak to
wyznaczajace v (t).




co daje

@ln(l — ivz(t)) =—gt, czyli 0. (t)= _mg (1- e_(“/m)t) .
K mg K

Widzimy, ze v,(t) — mg/k, gdy t — oo. Wartos¢ ta jest bowiem punktem statym, tj.
punktem, w ktorym zeruje sie prawa strona rownania v, (t) = —(k/m)v,(t)—g: rozwiazanie
state v,(t) = mg/k jest wiec automatycznie rozwiazaniem tego roéwnania.

Jeszcze jedno proste catkowanie daje

2(t) = /tdt’ wt)=-"9 [t ~ - e—<”/m>t)} .

K K

W odruchu samokontroli sprawdzamy granice x — 0 (ruch bez oporu): rozwijajac ekspo-
nens w (zawsze zbiezny) szereg

z(t):—%{t—%[1—1+%t—%<%t)2+...]},

widzimy, ze wyrazy osobliwe, gdy x — 0 si¢ skracajg i zostaje z(t) = —3gt?, tak jak
trzeba.

Aby znalez¢ wspohrzedne punktu, w ktorym pocisk uderzy w przeciwleglta Scianke
wyznaczamy czas lotu do tej Scianki, czyli czas t, taki, ze z(ty) = d:

LN (1 _ ff_d) B

K muy mug

Znajdujemy wiec, ze

. {_ ln(l - “—d) - ”—d} |

muvg muvg

Oczywiscie wynik ten ma sens tylko, gdy (kd/muvg) < 1, tj. gdy sita oporu, ktora dziata na
pocisk, nie wyzeruje catkiem z-owej sktadowej jego predkosci zanim dotrze on na odlegtosé
x = d. Poniewaz £ +1In(1 — &) < 0, gdy 0 < £ < 1 (by to zobaczy¢, wystarczy rozwinaé
In(1 — &) w szereg Taylora), wyznaczona wartosé¢ z(t,) jest ujemna, tak jak powinna by¢
(przypomnijmy, ze oS z skierowalismy do gory).



Zadanie
Zbadaé¢ mozliwe ruchy jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z ttumieniem bedace
rozwigzaniami rownania

mz+2yx+kxr=0,

w ktorym v > 0, k > 0 (czynnik 2 w drugim wyrazie zostal wprowadzony dla rachunkowe;
wygody). Rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe przypadki.

Rozwigzanie
Roéwnanie

i+ 2 3 +wir =0,

gdzie A = v/m, w2 = k/m jest rozniczkowym réwnaniem liniowym drugiego rzedu. Zgod-
nie z ogdélnymi zasadami powinno ono mie¢ dwa liniowo niezalezne rozwiagzania, a naj-
ogoblniejsze rozwiagzanie jest kombinacja liniows tych dwu rozwiazan z dowolnymi wspot-
czynnikami. Wystepuja w nim zatem dwie stale dowolne. Zgodnie z tradycja fizyczna
przekazana nam w Wyktadach Feynmana z Fizyki, rozwiazan szukamy w postaci

z(t) = et

tj. szukamy funkcji spelniajgcej wypisane wyzej rownanie ale przyjmujacej wartosci ze-
spolone. Poniewaz réwnanie jest liniowe o rzeczywistych wspotczynnikach, spetiaé je
bedzie osobno zaréwno czesé rzeczywista jak i urojona zespolonego rozwiazania z(t) i
ktorakolwiek z nich mozna wziaé¢ jako rozwiazanie wyjsciowego rzeczywistego réwnania.
Podstawiajac ten tzw. Ansatz (liczba mnoga die Anséitze, gdyby kto$ nie wiedzial) do
rozwiazywanego rownania otrzymujemy warunek na a (czyli inaczej rownanie charakte-
rystyczne tego rownania liniowego)

—a? + 2ida+wi = 0.

Rozwiazaniami tego warunku sa

ar =i\ /wi — A2,

Zatem ogblnym zespolonym rozwiazaniem jest
2(t) = Cy e AMFiNWE A C, o M—in /w2 t

C, 2 sa dwiema dowolnymi zespolonymi stalymi. Jesli wg — A% < 0, tj. jesli wyktadniki
eksponensow sa czysto rzeczywiste, wziecie czesci rzeczywistej (lub urojonej) x(t) zespo-
lonego rozwiazania z(t) sprowadza sie po prostu do wziecia ReC; i ReCy (ImC; i ImCy)



jako dwu statych rzeczywistych. Gdy zas wg — A? > 0, aby wydzieli¢ czes¢ rzeczywista (lub
urojona) tego rozwiazania, wygodniej jest, przedefiniowujac stale, przepisa¢ je w postaci

2(t) = C e~ MFiVwi—A% +C* e M—in/wi =A%t
+B e—)\t—o—i\/wg—)ﬁt _B* e—)\t—i\/wg—)ﬁ t

Pierwsza linia tak zapisanego zespolonego rozwiazania z(t) jest czysto rzeczywista, a druga
czysto urojona. Zatem jako rozwiazanie rzeczywiste x(t) mozemy wzia¢ np. Re (t), czyli

z(t) = e M <(C eTiVEE2t o e_i\/mt> |

Powyzsze rozwiazanie x(t) zalezy, tak jak powinno, od dwoch stalych dowolnych, ktorymi
s czes¢ rzeczywista i czesé urojona C.
Tak wiec, w zaleznosci od wzajemnego stosunku w? i A2, mozliwe sa trzy przypadki

e Gdy wjy > A2 rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci
z(t) = e M (Acoswt + Bsinwt),
gdzie A=C+ C*=2ReC, B=i(C—C*) = —2ImC, a w = /wi — \2.

o Gdy w2 < \?, piszemy \/wZ — A2 = —ix oraz (w pierwotnej formie rozwigzania z C,
i Cy) ReCy = 3(A+ B), ReCy = 3(A — B), co sprowadza czes¢ rzeczywista Re (t)
rozwigzania do postaci

z(t) = e ™M (Achkt + Bshrt).

e Gdy w? = A\?, dwa znalezione rozwiazania staja si¢ wzajemnie proporcjonalne czyli
liniowo zalezne i trzeba znalezé jeszcze jedno liniowo niezalezne rozwiazanie, gdyz
inaczej ogolne rozwiazania zalezaloby od jednej tylko (rzeczywistej) statej dowolnej,
co nie pozwalatoby speli¢ warunkéw poczatkowych (z ogolnej teorii réwnan réz-
niczkowych wiadomo, ze najogolniejsze rozwiazanie musi mie¢ dwie state dowolne).
Okazuje sie, ze ogblnym rozwigzaniem jest wtedy

x(t) =eM(A+ Bt).

Ze jest to istotnie rozwiazanie, mozna sprawdzi¢ wstawiajac je do wyjsciowego row-
nania (w ktorym nalezy polozy¢ w2 = A\?).> Wynik ten, jak zobaczymy nizej, mozna
tez otrzymac¢ dokonujac odpowiedniego przejécia granicznego.

2Cho¢ nie jest to do niczego potrzebne, zanotujmy, ze C; = C4+B, Cy = C* —B* czyli C = %(Cl +C3),
alB= %((Cl — (C;)
3Istotnie: & +2A\i + A2z = e M(A2A - 2AB+ \2Bt) + 2 e M(—=AA+ B - \Bt) + A\2e (A + Bt) = 0.



Dowolne state rzeczywiste A 1 B w powyzszych ogélnych rozwiazaniach sa wyznaczone
przez zadane warunki poczatkowe. Jesli sa nimi

z(0) =z, z(0) = vy,
to, jak tatwo sprawdzic,
i Vo + AT
= e M |z coswt + Yo Ao sin wt} ,
w

At [.’130 + (’Uo + )\xg) t] ,

A
e M | xochkt + Yo Ao sh Iit} ,
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gdy, odpowiednio, wg > A2, w2 = A? i w2 < A%

Majac rozwiazania dla dwoch skrajnych przypadkow zalezne od warunkéw poczatko-
wych tatwo zobaczy¢, ze rozwiazanie w przypadku wi = A\? mozna otrzymac przez przejscie
graniczne. Np. biorac w pierwszym rozwigzaniu granice w — 0 (czyli wg — A\?) widzimy,
ze coswt — 1, a drugi wyraz w tej granicy daje

. U+ Az
lim ———

lim ————sin wt = (vo + Axo) t,

i otrzymujemy rozwiazanie dla przypadku w2 = A2. W podobny sposéb mozna to rozwia-
zanie otrzymaé¢ w granicy k — 0 z trzeciego rozwiazania. Przej$cia granicznego mozna
dokona¢ dopiero po wyrazeniu statych dowolnych przez warunki poczatkowe, gdyz, jak
widaé¢, wspotezynniki tych liniowo niezaleznych rozwiazan nie pozostaja stale przy zmie-
nianiu w lub k.

Tylko w przypadku, gdy w? > A2, tj. gdy sita oporu nie jest zbyt duza, ruch wykazuje
charakter quasi-periodyczny: kolejne zera funkcji x(t) (przechodzenie oscylatora przez
polozenie réwnowagi) wystepuja regularnie, w odstepach czasu At = %T, gdzie T =
27 /w. Kolejne maksima funkcji |x(t)| wystepuja zas, gdy () = 0 i sa nieco przesuniete
w stosunku do polozen, jakie mialtyby przy niewystepowaniu sity oporu. Np. jesli (dla
prostoty) xg = 0 i 2(t) = (vp/w)e * sinwt, maksymalne wychylenia, tj. maksymalne
wartosci |z(t)| przypadaja w tych momentach, w ktorych znika @(t), czyli gdy

e M(wcoswt — Asinwt) =0,

tj., w ktorych tgwt = w/\; jesli sita oporu jest staba, A < w, przypadaja one niemal
doktadnie wtedy, kiedy wt = 7/2 + nm; jesli zas§ A ~ w lub A > w, chwile te sa nieco
wezesniejsze (co zrozumiale, bo sita oporu powoduje wezesniejsze wytracenie predkosci).

W przypadku, gdy w? < A\? (a zy = 0) wychylenie oscylatora z(t) jest tylko jednego
znaku (zaleznego od znaku predkosci poczatkowej vg) 1 |z(t)| ma tylko jedno maksimum
wystepujace w chwili, gdy #(t) = 0, czyli gdy

1
th(/{t)ngX\/)\z—wg<1.

Jest bowiem jasne, iz réwnanie to ma tylko jedno rozwiazanie.
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Zadanie
Zmalez¢ ruch jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m, stalej sprezystosci
k = mw? i wspotezynniku sity tlumiacej 2y = 2m\ pobudzanego sila zewnetrzna o

harmonicznej zaleznosci od czasu
F(t) = Fycos(Qt +9).

Przedyskutowaé zalezno$é¢ amplitudy wychyleni oscylatora od czestosci €2 sity wymuszaja-
cej oraz korelacje maksimow wychylenn oscylatora z maksimami sity. Zaktadajac, ze A # 0
i ze ruch trwa juz dostatecznie dtugo, by zaleznosé¢ ruchu od warunkéw poczatkowych
stala sie nieistotna (tj. ze t > 1/X) obliczy¢ usredniona po okresie sity wymuszajacej moc
przekazywang przez nia oscylatorowi i zbadac jej zaleznosé od czestosci 2. Co sie dzieje z
ta pobierana przez oscylator energia?

Rozwigzanie
Rownanie Newtona, wyznaczajace ruch oscylatora ma postac

F
i+ 2Mi + wie = =2 cos(Qt + 0) .
m

Jego najogélniejsze rozwigzanie jest suma najogodlniejszego rozwigzania réwnania jedno-
rodnego (tj. powyzszego rownania z sita F'(t) rowna zeru) oraz jakiegokolwiek rozwiazania
(tzw. rozwiazania szczegolnego) powyzszego rownania z sita F'(t). Najogolniejsze rozwia-
zania (w zalezno$ci od wzajemnego stosunku A do wg) réwnania jednorodnego zostaly
znalezione we wczesniejszym zadaniu. Znalezé rozwigzanie szczegolne jest najprosciej prze-
pisujac powyzsze rownania w zmiennej zespolonej z(t) i modyfikujac jego prawa strone:

Fy .
E 42X+ wls = 20
m

Poniewaz réwnanie to jest liniowe, a wspotczynniki prawej jego strony sa rzeczywiste,
czes¢é rzeczywista z(t) bedzie spelniac¢ wlasnie to rownanie, ktore chcemy rozwiazaé (czesé
urojona z(t) bedzie zas spelnia¢ rownanie z sita F(t) = Fysin(Qt + §)). Podstawiamy
nastepnie do tego réwnania

2(t) = Ae™
z amplituda A bedaca liczba zespolona i widzimy, ze jest ono spetnione, jesli

FO eié
m wi — Q2+ 2iAQ

A=

Szczegolne (niezalezne od zadnych statych dowolnych) rozwiazanie wyjsciowego rownania
ma zatem postac

FO ei(QtJré) ) FO 1

() = - = — Qt+6— ).
Ta(t) Re(m wd — Q2 +2i1\Q m \/(W8_92)2+4)\292 cos(§2t + ?)
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Rysunek 1: Po lewej: wykres amplitudy wychyleri oscylatora (w jednostkach Fy/mwj)
w funkcji czestosci 2 sity wymuszajacej dla A/wy = 0.2 (krzywa niebieska z wyraznym
maksimum) i 0.75 (krzywa czerwona). Po prawej: wykres fazy ¢ w funkcji 2/wy oscylatora
dla A/wy = 0.5 (krzywa niebieska) i 0.1 (czerwona).

¢ jest faza mianownika w2 — Q2 4+ 2iIAQ = /(wZ — Q2)2 + 4)\202 €% zespolonej amplitudy.
Jest ona dana wzorem

o 20

albo, co wygodniejsze, bo nie wymaga zmieniania galezi arcusa tangensa przy przecho-

dzeniu przez Q? = w32, wzorami

w? — Q2 o 200
V(WE = Q)2 442202 14 VR — 22 a0

cos p =

Alternatywna (ale rownowazna) postaé¢ rozwiazania szczegolnego uzyskujemy piszac

Fy wi—0%—2i\Q (Q1-45)
s(t) = — !
T (t) = Re <m (W2 — Q2)2 + 4N2()2 €
R
om (w — 02)2 4 40202

[(w§ — Q%) cos(Qt + 0) + 2XQsin(Qt + 0)] .

Wprawdzie pelne rozwiazanie réwnania ruchu wymaga dodania do znalezionego tu
rozwiazania szczegélnego réwnania niejednorodnego jeszcze ogdlnego rozwigzania roéwna-
nia jednorodnego zaleznego od dwoch dowolnych statych (dopiero wtedy mozna narzuci¢
na rozwiazanie warunki poczatkowe - zobacz nizej), to, jesli tylko sita oporu (wspotczyn-
nik A) nie znika, efekty tego ogolnego rozwiazania, a z nim zalezno$é¢ ruchu od warunkow
poczatkowych, beda z czasem male¢ do dowolnie matej wielkosci. Rozpatrujac ruch oscy-
latora w chwilach ¢ > A\™!, mozna sie ograniczy¢ wtedy do badania samego szczegdlnego
rozwiazania rownania niejednorodnego, gdyz x(t) ~ g, (t).



Zatem gdy t > A7!, amplituda A drgan oscylatora (czyli maksymalne wychylenie)
jest rowna
Fy 1
AQ) =~ 2 2)2 2002
m o/ (wd — Q2)2 + 4X2Q

Gdy sita oporu nie jest zbyt duza, amplituda ma maksimum w punkcie, w ktérym mianow-
nik ma minimum, a jeszcze lepiej, tam, gdzie minimum ma wyrazenie pod pierwiastkiem
czyli tam, gdzie znika pochodna po x funkcji f(z) = (x — w)? + 4\%z, tj. przy czestosci
Q, = \Jwi — 2)2, zwanej czestoscig rezonansowq. Czestosé ta, jak widac, jest nizsza niz
czestosé wlasna wy oscylatora. Oczywiscie, gdy w2 < 2A\%, amplituda A(Q) jest monoto-
nicznie malejaca funkcja czestosci €2. Wykres amplitudy wychylen oscylatora jako funkcji
czestosei sity wymuszajacej jest pokazany na lewym panelu rysunku 1. W obu przypad-
kach, zarowno, gdy w3 < 2)?, jak i gdy wi > 2A\?, amplituda spada do zera, gdy Q — oc:
oscylator majacy bezwladnosé (m # 0) nie zdaza reagowaé¢ znaczacym wychyleniem na
nastepujace niemal natychmiast po sobie pochodzace od sily pchniecia w przeciwnych
kierunkach. Gdy © = 0, rozwiazanie ¥, (t) redukuje sie do stalej T, = (Fy/mw?) cosd,
co odpowiada spoczynkowi oscylatora w punkcie przesunetym w stosunku do centrum sity
sprezyste; sita sprezysta Fyp, = — Wi Tsye, jest w tym polozeniu réwnowazona przez silte
zewnetrzna Fj cos .

Faza ¢ zadaje op6znienie maksymalnych wychyleri oscylatora w stosunku do maksy-
malnych wartosci sity pobudzajacej (jesli sita ta ma maksimum w chwili ¢z, to wychylenie
maksymalne wystepuje w chwili tr + ¢/Q. Faza ta, jak wynika z podanego wzoru, jest
bardzo mata, gdy czestosé Q) sity pobudzajacej jest mala (w stosunku do \) - oscylator
mimo sity oporu, “nadaza’ za sita pobudzajaca. Przy Q) = wy faza ¢ jest rowna 7/2 (w
chwilach, gdy sita jest maksymalna, wychylenie oscylatora zeruje sie) i dazy do m, gdy
0 — oo (oscylator jest wtedy z sila w przeciwfazie). Zaleznosé fazy ¢ od tlumienia A
ilustruje prawy panel rysunku 1. Przy A = 0 zalezno$¢ fazy ¢ od czestosci (2 sity degene-
ruje sie do ¢ = 0, gdy Q2 < wp i do ¢ = 7, jesli Q > wy. Rozwiazanie x,.,(t) pozostaje
jednak ciagla funkcja Q (co widaé z przytoczonej wyzej alternatywnej formy rozwiazania)
i przybiera wtedy postac
Ey 1 Ey

1
lim cos(2t + §) cos p = — ——— cos(Qx +9).

)=-2 =
Zea(1) m |wi — Q2| tap—0 m wi —Q

Trzeba jednak pamietaé, ze gdy A = 0, rozpatrywanie samego tylko rozwiazania szczegolne-
go traci sens, bo zalezna od stalych dowolnych (czyli od warunkéow poczatkowych) czesé
pelnego rozwiazania nie zanika z czasem.

Poniewaz w stanie ustalonym (gdy zanikta juz pamieé¢ uktadu o warunkach poczatko-
wych) ruch uktadu jest okresowy, mozna obliczy¢ srednia (po okresie 7' = 27 /€Q2) moc
pobierang przezeni od sity wymuszajacej F'(t). Chwilowa jej moc jest rowna Pp(t) =
F(t)z(t), a usredniona jest dana catka

Pp = %/0 dt F(t)x(t).
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Bez straty ogélnosci przyjmiemy tu 6 = 0. Wowcezas

F Q
F(t) = FycosQt,  @(t)=——2 sin(Qt — @) .
m /(Wi — Q2)2 4 42202

Potrzebna catke oblicza sie najszybciej, gdy fukcje trygonometryczne zostana zapisane
przez eksponensy:

—= Fg Q g
Pp=—-" / dt sin(Qt — ) cos Qt
Tm /(g — Q)2 + 43202 Jo
_ Fg Q 1 Tdt [ei—ie _ o=iftHie] [ | o=if%]
Tm /(w2 — 02)2 + 42202 4i J,
F} Q _F§ Q

= (e =)

- — ing.
Tm \/(wg —02)2 + 40202 44 ¥

= Si
2m \/(w — O2)2 + 40202

Po podstawieniu tu wzoru na faze

: 2X02
Sin @ = )
P R — P2 1 AN
otrzymujemy
SR A2
m (Wi —02)2 +4X202°

Moc pobierana ($rednio w okresie) przez oscylator jest mata przy matych czestosciach
Q) sity wymuszajacej i spada rowniez do zera, gdy czestos¢ ta staje sie bardzo duza (w
poréwnaniu z czestoscia wlasna wy oscylatora). Maksimum osiaga, jak tatwo sprawdzi¢
szukajac maksimum funkcji

x

J(w) = (r —wd)? + 4N\
przy 0 = wp (a nie przy czestosci rezonansowej, jak mozna by sadzi¢) i jest tam réwna
??ax = F}/4m\. Oczywiscie, poniewaz ruch oscylatora jest stanem ustalonym, pobierana
przezen od sity wymuszajacej moc musi w calosci by¢ tracona wskutek dziatania sity
oporu. Istotnie, chwilowa moc tej sily, dana wzorem Py(t) = —2Am?%(t) (jak widac¢ jest

ona zawsze ujemna - sita oporu w kazdej chwili, a nie tylko w $redniej, powoduje strate
energii oscylatora), po usrednieniu po okresie

— oam [T

A=

2 m F? 0?2 T
dt i%(t) = — -0 /dt'2Qt—
T J #(1) T m? (w§ — Q%)% 441202 J, sin( ?):

poniewaz $rednia po okresie funkcji sin? jest réwna % (reguta, ktora warto pamietac), jest
doktadnie réwna wzietej z przeciwnym znakiem usrednionej mocy Pp.
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Zadanie

Dokonujac odpowiednich przyblizen w Scistym wzorze na zaleznos¢ od czasu potozenia
rozpatrywanego w poprzednim zadaniu oscylatora (przyjmujac, ze faza d sity wymuszaja-
cej jest rowna zeru) przedyskutowaé jakosciowo charakter jego ruchu w réznych rezimach
(tj. dla roznych stosunkow wielkosci wg, 21 A), jesli w chwili ¢ = 0 oscylator spoczywal w
swoim potozeniu rownowagi (x(0) = 0, #(0) = 0). W szczegdlnosci rozpatrzy¢ przypadek
bez ttumienia (A = 0), oraz przypadki 0 < A\ < |wy — Q] 1 |wp — Q| < .

Rozwigzanie

Aby zbadaé¢ zachowanie sie oscylatora w réznych rezimach trzeba najpierw wypisaé¢ kom-
pletne rozwiazanie uwzgledniajace warunki poczatkowe z(0) = 0, ©(0) = 0, ktore sa takie,
ze w chwili ¢t = 0, gdy sita pobudzajaca jest maksymalna, oscylator znaduje sie wiec w
spoczynku w polozeniu réwnowagi. Przyjmiemy tez, ze wi > A%, czyli ze thumienie oscy-
latora jest stabe. Ogolna posta¢ zaleznego od dwu stalych dowolnych rozwiazania jest
nastepujaca (przypomnijmy, ze w = \/wi — \?):

x(t) = e (Acoswt + Bsinwt)
Fo/m

Tz ey mee

[(w — %) cos Qt + 2X\Qsin Q] .

Przyjete warunki poczatkowe, x(0) = 0, ©(0) = 0 prowadza do réwnan

F() w2 — Q2
A+ = 0 -0
T @
£y 2002
—AA B+ — =0
twb (wd — Q2)2 4+ 41202 ’
Ich rozwiagzaniami sa
A:& 02 —w? B:_FQ A%+ wd)
m (wg — Q?)% + 41202 mw (wi — 02)2 +4X\202°

Pelne rozwiazanie z przyjetymi warunkami poczatkowymi ma wiec postac:

F()/m
1) =
) = F =)+ e

{(wg — Q%) (cos Ut — e cos wt)

QQ 2
42X [ sin Qt — ﬂ e Mgin wt .
20w

Mozna teraz zbada¢ rézne przypadki.
1) Zbadajmy najpierw ruch w przypadku, gdy ttumienie nie wystepuje, tj., gdy A = 0
(wtedy w = wp). Wypisane wyzej rozwiazanie redukuje sie wtedy do

Fo/m

z(t) = 2o (cos Qt — coswot) .
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x(1) x(t)

50

R e =
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s

~100[

Rysunek 2: Wychylenia (w jednostkach Fy/mw?) oscylatora bez ttumienia (A = 0) pobu-
dzanego sita harmoniczng F'(t) = Fcos((wo + €)t) w funkeji wot. Po lewej: €/wy = —0.05;
Scisty wzor - linia niebieska; wzoér przyblizony - linia czerwona. Po prawej w przypadku
Scistego rezonansu ) = wy.

Szczegoblnie interesujacy jest przypadek ruchu wymuszanego przez site o czestosci 2 bliskiej
czestosci wlasnej wy oscylatora. W przeksztatconej postaci powyzszego wzoru*

mozna, gdy 2 = wy + € &= wy, zastapi¢ wy + ) przez 2wy. Daje to

(t) Fy . ‘s et
z(t) ~ sinwptsin| — | .
MWoE 0 2

Wychylenie oscylatora zmienia si¢ wtedy niemal periodycznie, jak sinwyt, ale amplituda
jest modulowana przez wolnozmienny czynnik sin(%et). Zachowanie to ilustruje lewy panel
rysunku 2. W granicy $cistego rezonansu, gdy 2 = wy otrzymuje sie

F

0 .
x(t) ~ G wot sin wot .

Amplituda wychylen narasta wtedy z czasem liniowo (zob. prawy panel rysunku 2).

2) Drugi przypadek to sytuacja, gdy A < |Q — wg| < wp. Thlumienie jest stabe, ale
niezerowe, a odchylenie czestosci sity wymuszajacej od czestosci wiasnej oscylatora jest

4 Alternatywnie mozna by prébowaé od razu potozyé 2 = wg + € i napisaé
cos((wg + &)t) — coswyt = coswyt cos et — sinwot sin et — cos wot ,

tak, jak to zrobilem na zajeciach, i uzy¢ argumentu, ze coset ~ 1, dzieki czemu pierwszy i ostatni czlon
sie zredukuja i zostanie tylko — sinwytsinet. Takie przyblizenie jest jednak stuszne tylko dla czasow ¢
takich, ze |et| < 1 i do§¢ szybko sie zalamuje. W rezultacie otrymany w ten sposéb wzor daje mniej
wiecej dwukrotnie za krotki okres modulacji (Tiod = 27/e zamiast Tyoq = 47/€).
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zawsze wieksze niz parametr A (granicy |2 — wg| — 0 w tym rezimie nie mozna zatem
osiagnad).

W tym przypadku w pelnym rozwigzaniu mozna opusci¢ cztony z sinusami (bo sa
proporcjonalne do parametru A, ktory moze by¢ dowolnie maly) i zastapi¢ w przez wp:

Fo/m

~ 2 Q2 Ot — —At )
x(t) (02— 2) + AP (wy ) (cos Qt — e coswot)

Ponadto mozna pomingé¢ czynnik A2Q? w mianowniku i, wprowadzajac € = Q — wy, spro-

wadzi¢ powyzszy wzor do
Fo/m
2&)05

A

x(t) ~

(cos wot cos et — sinwpt sinet — e~ cos wot) .

Zeby tatwiej dostrzec jakosciowy charakter ruchu dobrze jest wyrazenie w nawiasie przed-
stawi¢ w postaci A(t) cos(wot+¢(t)), tj. w postaci ruchu harmonicznego z (wolno) zmienna
z czasem amplituda i (wolno) zmienng z czasem faza. Przypuszczamy bowiem, ze po do-
statecznie dlugim czasie ruch oscylatora powinien si¢ jako$ ustabilizowaé¢. Trzeba zatem
tak dobra¢ A(t) i ¢(t), by

A(t) cos (t) = coset — e,
A(t)sin p(t) = sinet .

Latwo zobaczy¢, ze rozwigzaniem tego problemu sa

sin et
A() = /1 — 2e Mcoset + e 2%, tgp(t) = — e
(t) = V1 —2eMcoset + e, tgp(t) —

Zatem

F
x(t) ~ _Lo/m V1 —2e= cos et 4 e=2M cos(wot + (1)) .
20.)06
Amplituda wychylenia dazy, gdy t — oo do Fy/2mwoe, ale “po drodze” wykazuje lokalne
maksima i minima wypadajace, gdy

€ . At
coset + Xsmgt —=e .

Maksima te, z ktorych najwyzsze jest pierwsze moga, jesli |e/\| > 1, znacznie przekraczaé

asymptotycznag wartos¢ amplitudy, co wida¢, gdy sie ja zapisze eliminujac z niej czynnik

e~ z pomoca wypisanego wyzej warunku na ekstremum:

22
Amax/min = \/1 — cos? et + 2 sin? et .

Typowa zaleznosé od czasu wychylenia oscylatora w tym rezimie pokazuje lewy panel
rysunku 3.
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Rysunek 3: Wychylenia (w jednostkach F,/mw3) oscylatora z ttumieniem pobudzanego
sita harmoniczna F(t) = Fycos((wg + €)t) w funkcji wot. Po lewej: /wy = —0.05,
AJwo = 0.01; linie czerwona i zielona pokazuja przebieg modulujacego czynnika A(t)/2el.
Po prawej: €/wy = —0.01, A/wy = 0.2; linie czerwona i zielona pokazuja przebieg modulu-
jacego czynnika A(t)/2\. Wykresy zostaly otrzymane z przyblizonych wzoréw podanych
w tekscie; optycznie nie r6znia sie jednak od otrzymywanych ze $cistego rozwigzania.

3) Trzeci przypadek zachodzi, gdy |wo — Q| < A < wy, co oznacza, ze ttumiony oscyla-
tor jest bardzo blisko rezonansu (i granice Scistego rezonansu mozna osiagnac). W tym
przypadku w pelnym rozwiazaniu mozna pominaé¢ cztony z kosinusami (bo sa mnozone
przez wi — 02, a zostawi¢ nalezy te z sinusami. Ponadto, w mianowniku na przedzie mozna
po prostu polozy¢ w? = Q2 i przyblizy¢ przez 1 czynnik (Q% + w?)/2Qw. Po polozeniu
Q) = wy + € otrzymuje sie wtedy

_ Fo/m
- 2)\(4)0

At

(t)

(sin wot coset 4+ coswpt sinet — e” " sin wt) .
Jesli jeszcze w ostatnim sinusie przyblizy¢ w przez wp, to mozna z pomoca takiej samej
sztuczki, jak w poprzednim przypadku przedstawié¢ przyblizone rozwiazanie w postaci

x(t) =~ g(;\—/c:: A(t) sin(wot + ¢(t)) ,

w ktorej A(t) i ¢(t) sa dane tymi samymi wzorami, co w poprzednim przypadku (mozna
tu jednak pod pierwiastkiem polozy¢ ¢ = 0, co sprowadzi caly czynnik modulujacy A(t)
do 1 — e=*). Typowa zalezno$é¢ od czasu wychylenia oscylatora w tym rezimie pokazuje
prawy panel rysunku 3.

W sytuacji, gdy A ~ |2 —wp| trudno jest napisa¢ jakies przyblizenie Scistego rozwiaza-
nia, ktore by czynito charakter ruchu tatwo widocznym. Niemniej poréwnujac oba panele
rysunku 3 mozna oczekiwaé, ze przy przechodzeniu of A << |2 — wp| do [ — wy| < A
przez rezim, w ktorym A ~ | — wg|, “falowania” obwiedni (krzywych czerwonej i zielonej)
powinny po prostu maleé.
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Zadanie

Poda¢ ogodlne rozwiagzanie réwnania ruchu jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
o masie m, czestosci wy 1 wspotezynniku tlumienia 2y = 2mA pobudzanego sita F'(t) o
dowolnej zaleznosci od czasu.

Rozwigzanie
Najogoélniejsze rozwigzanie rownania

i+ 20 +wir = f(t),

gdzie f(t) = F(t)/m, ma posta¢ sumy z dowolnymi wspotczynnikami dwu liniowo nieza-
leznych rozwazan x1(t) i x2(t) rownania jednorodnego (z f(t) = 0) i jakiegokolwiek (tzw.
szezegblnego) rozwiagzania rownania niejednorodnego. Gdyby to bylto réwnanie pierwszego
rzedu, szczegdlne rozwigzanie rownania niejednorodnego mozna by bylo znalezé metoda
uzmiennienia statej w rozwiazaniu rownania jednorodnego. Tu jednak mamy do czynienia
z réwnaniem drugiego rzedu i jesli przyjmiemy, ze

xszcz(t) == Cl(t) l’l(t) + Cg(t) Ig(t) >
to po wstawieniu tego x,(t) do wyjSciowego réwnania otrzymamy

C;ll’l + 201{1;"1 + Cli'l—i— 2/\(01?1}1 + letl) + wSC’lxl +
ngg + 202.1.'2 + Cgi’Q—F 2)\(02%2 + CQi'Q) + w(Q)CQl'Q = f(t) .

Nawet po wykorzystaniu tego, ze x; 1 x5 spetniaja rownanie jednorodne pozostaje jedno
rozniczkowe rownanie na dwie nieznane funkcje (C; i Cy), i to rownanie drugiego rzedu z
zaleznymi od czasu wspotczynnikami:

élxl + 2011'31 + 2)\01131 +
OQ.TQ + 202%"2 + 2)\0sz = f(t) .

7 ktopotu wybawia nas to, ze wystarczy znalez¢ jedno jakiekolwiek rozwiazanie rownania
niejednorodnego. Mozemy wiec narzuci¢ na C i Cs jakie$ dodatkowe warunki pozwalajace
uprosci¢ powyzsze rownanie. Okazuje sie, ze wlasciwa sztuczka jest zazadanie, by C i Cy
nie byty od siebie niezalezne, lecz by spetnialty zwiazek
Clxl +02$2 =0.
Zwiazek taki oznacza, ze takze
C;1$1 + 015151 + 62$2 + 02552 =0.

Wykorzystanie narzuconego warunku upraszcza rownanie do rownania pierwszego rzedu:

Ciiy+ Coiy = f(t).
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Narzucony zwigzek pozwala ponadto uzyskaé¢ zamkniete rownania na C; i Cs: podstawia-
jac do powyzszego réwnania
Co=—"2Cy, b G =—-20y,
) T
otrzymujemy dwa réwnania
. T9
Cr=———f),
T1T2 — T2
. T
Cy=———f(1),
T2Zy1 — T2Xy

ktore juz tatwo scatkowac.’
W przypadku rozpatrywanego réwnania, dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami

roéwnania jednorodnego sa®

r1(t) = e Mcoswt,  w(t) = e Msinwt, w=/wi— A2,
i tatwo znalezé, 7e 2179 — 1149 = —we™ 2. Po wstawieniu tych rozwiazan do powyzszych
wzoréw znajdujemy, ze
1 [t F(r .
C,=—— dTLGATSIIle,
w m
1 [t F(r
Cy= — dTﬁe’\T COS WT ,
w m

Zatem szczegblne rozwiazanie réwnania niejednorodnego ma postaé

1 tF
Tgen(t) = —— e M cos wt/ dr ﬂ M sinwt

w m
1 tOF(r

+— e Msinwt / dr L e coswT .
w m

Dolne granice catek sa tu dowolne - rézne ich wybory daja funkcje Cy(t) i Cs(t) roz-
nigce sie o stale, co daje rozwiazania x,.,(t) rozniace sie od siebie o pewna kombinacje
liniowa, rozwiazan x(t) i zo(t) rownania jednorodnego. Poniewaz pelne (najogolniejsze)
rozwigzanie wyjsciowego rownania ma postac

1 bOF(r
z(t) = Ay e Mcoswt + Aye Msinwt — — e M cos wt/ dr £r) e sinwr
w m

1 tF
+= e Msinwt / dr ﬂ M coswT
w m

1 [ F
= Aje Meoswt + Ay e Msinwt + — / dr Fir) e M sinfw(t — 7)],
w m

5Przy okazji: wspolny mianownik tych wyrazen nazywa sie wroriskianem od Jozefa Marii Hoene Wroni-
skiego - polskiego fizyka, matematyka i filozofa, jednego z przedstawicieli polskiego mesjanizmu. (Pamie-
tamy: Mickiewicz, Towianski i te sprawy.)

6Qgraniczamy si¢ tu do przypadku w > A2
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wiec wyboér dolnych granic calek (czy tez jednej calki, w ostatnim wariancie wzoru, ktory
zaklada, ze dolne granice obu calek sa takie same) sprowadza sie do przedefiniowania
dowolnych statych A; i Ay, ktére wyznacza sie z warunkéow poczatkowych. Jesli warunki
poczatkowe sa zadane np. w ¢t = 0, to wygodnym wyborem dolnych granic catek jest zero,
gdyz wowcezas” 2(0) = A1 2(0) = wB — \A.

Innym sposobem uzyskania tego rozwiazania jest sprowadzenie wyjsciowego réwnania
rozniczkowego drugiego rzedu (z niejednorodnoscia) do ukladu dwu réwnan liniowych
pierwszego rzedu z niejednorodnoscia. Do znalezienia rozwigzania szczegdlnego rownania
niejednorodnego mozna wtedy zastosowaé¢ zwykla metode (juz nie wymagajaca sztuczek z
wronskianami) uzmienniania stalej, ktorej role gra wtedy dwuwymiarowy wektor. (Sposob
ten jest przedstawiony w moim skrypcie do analizy).

TRozniczkowanie Zg,c,(t) po t daje dwa wyrazy, ale oba one przy takim wyborze dolnej granicy catki
znikaja w t = 0: jeden bierze si¢ z rozniczkowania po t funkcji podcatkowej - wyraz ten znika poniewaz
gorna granice calki kladziemy potem réwna zeru - a drugi z rézniczkowania po ¢t w gornej garnicy catki;
w wyniku tej operacji dostajemy funkcje podcatkowa wzieta w punkcie, ktéry byt gérna granica calki, a
to znow da zero, bo sinw(t —t) = 0.
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Cwiczenia 3
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Zadanie

Przypomnienie: Rownanie ruchu ciata (traktowanego jak punkt materialny), ktorego
masa m = m(t) zmienia sie z czasem wedlug zadanego z gory prawa mozna otrzymac
na podstawie nastepujacego prostego rozumowania. Niech w chwili ¢ cialo ma mase m i
predkosé¢ v, a dodatkowy, infinitezymalny kawatek masy dm predkosé u (obie te predkosci
sa mierzone w pewnym uktadzie inercjalnym). Po uplywie czasu dt kawalek masy dm
zlepia sie® z cialem, ktére ma teraz mase m + dm i predkosé v + dv. Zmiana catkowitego
pedu tego ukladu (ktorym jest ciato oraz kawalek masy) jest wiec rowna

dp = (m +dm)(v+dv) —mv —dmu
=mdv+ (v—u)dm+ O(dmdv)

=mdv —wdm,

gdzie w = u — v jest predkoscig kawatka masy dm w uktadzie spoczynkowym ciata.
Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona, obliczona wyzej zmiana pedu uktadu musi
by¢ spowodowana popedem Fdt zewnetrznej sity dzialajacej na rozpatrywany uktad (ciato
plus kawalek masy). Zatem, po podzieleniu zwiazku wyrazajacego te réownosé stronami
przez dt otrzymuje si¢

dv dm dm

T YT T

czyli
d B dm(t)
pr (m(t)v(t) =F + pranl ¥
lub, w drugim wariancie,
d B dm(t)
m(t) %V@) =F + v

Oba te wzory sa poprawne. Zaleznie od tego, czy predkos¢ mas dotaczajacych sie do ciata
jest podana (musi by¢ to okreslone z gory) wzgledem ukladu inercjalnego, czy wzgledem
samego ciala, bardziej uzyteczny jest jeden badz drugi wzor.

8Jesli masa ciata maleje z czasem, to dm < 0.
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Zadanie

Rakieta wznosi sie pionowo z Ziemi wyrzucajac gaz ze stata predkoscia w do tytu wzgledem
siebie samej. Masa rakiety zmienia sie wskutek tego zgodnie ze wzorem m(t) = mg — Kk t.
Znalez¢ zalezno$¢ potozenia rakiety od czasu, jesli jej predkosé poczatkowa, w chwili ¢ = 0,
byta rowna vy.

Rozwigzanie

Wybierzmy uktad odniesienia o osi z skierowanej w gore. Problem sprowadza sie wtedy do
rozwiazania rownania rézniczkowego (poniewaz w jest predkoscia gazow wzgledem rakiety,
a nie wzgledem uktadu inercjalnego, zalezna od czasu masa stoi przed pochodng po czasie
predkosci, czyli przed #):

) dmf(t)
m(t)z = —m(t)g —w—=.
()% = —m(t) g —w "
czyli, po wykorzystaniu podanego prawa zmiany masy,
. WK
Z=—g+——:.
mgo — Kt

Proste scalkowanie stronami tego rownania daje
Z=A—gt—wln(mg — Kt).

Z warunku poczatkowego 2(0) = vy znajdujemy stata catkowania: A = vy+w In mg. Zatem

u(t) = 4(t) = v —gt—wln(l - it) .

mo

Przy t bliskim zeru, gdy vy = 0 (rakieta startuje), v(t) ~ (wk/mgo — g) t. Warunkiem
startu, jest wiec, by w > mgg/k.
Kolejne catkowanie daje

1 2 ' ! Ko
z(t):z0+vot—§gt —w [ dt'In[1——1t"|,

0 mo

czyli?

2(t) = 2o + vot — 1gt2—|—w@{(1 - it) ln(l — it) + it}.
2 K mo mg mo
Oczywiscie wzor jest stuszny, dopoki m(t) = mo — kt > 0. W przypadku prawdziwej
rakiety, zanim m(t) zmaleje znaczaco, przestaje obowiazywaé przyblizenie sity grawita-
cyjnego przyciggania przez Ziemi¢ wzorem Fg,, = —mg.
Wzér na predkosé rakiety, gdy porusza sie ona poza zasiegiem pol przyciggania i roz-
pedza wskutek odrzutu gazéw od predkosci zero

m(t)

At = o(t) :—w1n<1—it> = —win Y

mo mo

jest znany jako wzor Ciotkowskiego - zapoznanego rosyjskiego prekursora astronautyki.
9[déIn€ = €(—1 + In&)+ const.
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Zadanie

Wyprowadzi¢ wzor Ciotkowskiego v(t) = —w In(M(t)/M(0)) wyrazajacy zaleznosé¢ pred-
kosci rakiety rozpedzajacej sie w prozni (z dala od wszelkich sit zewnetrznych) wskutek
odrzutu gazu od stanu spoczynku od jej (zmieniajacej sie z czasem) masy, przyjmujac,
ze gazy sa wyrzucane impulsami, a z kazdym impulsem rakieta traci 1/(n 4+ 1) czes¢
swojej aktualnej masy. Przyjaé, ze gaz jest odrzucany z predkosciag w wzgledem rakiety
skierowana przeciwnie do predkosci rakiety.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy rakiete majaca w danej chwili mase (n+ 1)Am w chwilowym uktadzie odnie-
sienia z niag zwiazanym. W uktadzie tym jej ped jest rowny zeru i zeru musi tez by¢ rowny
sumaryczny ped rakiety o masie nAm, ktora uzyskata predkosé Av, po wyrzuceniu masy
Am z predkoscia Av,. Zatem

nAmAv, — AmAv, =0,
Av, + Avg = w.
Drugie réwnanie wyraza to, ze wyrzucony gaz ma wzgledem rakiety predko$é¢ w. 7 tych
dwoch rownan otrzymujemy wniosek, ze

o w
S n+1°

Av,

Mozemy teraz rozpatrzy¢ kolejne etapy tracenia masy przez rakiete majaca poczatkowo
mase M. Po pierwszym impulsie ma ona mase M; i w uktadzie inercjalnym (w ktorym
poczatkowo spoczywala) predkosé v:

n w
M, = M, =1- .
L= 1 05 U1 nal
Po drugim, ma mase My i w uktadzie inercjalnym predkosé vs:
2
MQ = n M1 = n M() s Vg = 2. v .
n+1 n+1 n+1

Po k-tym etapie:

k
n w
M, = M — k. .
k (n+1) 0, n+1

Zatem k = (n + 1)vg/w 1 mozemy napisaé

(n+1) ok /w nq —vk/w
1 1
( z ) ] MOEKH—)(H—)} M.
n+1 n n

Przechodzac do granicy n — oo otrzymujemy stad

My =

My, = Mye /v, czyli v(M) =—wln
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czyli wzor Ciotkowskiego. Wzor ten wyprowadzi¢ tez mozna przez catkowanie réwnania
Newtona przy zalozeniu pewnej konkretnej zaleznosci M (t) masy rakiety od czasu. Ponie-
waz w podanym tu rozumowaniu czas nie odgrywa zadnej roli (impulsy gazu moga naste-
powaé¢ w dowolnych momentach), wyprowadzenie to pokazuje, ze wzor Ciotkowskiego nie
zalezy od konkretnej postaci zaleznosci M (t). Wniosek ten mozna oczywiscie otrzymac
takze z rownania Newtona

du(t) dM (t)
M(t
®) dt dt -’
przepisujac je w formie
do(t) dt dv

I
<
I
|
E

O = anrw =M an

i catkujac je z warunkiem poczatkowym v(My) = 0.
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Zadanie

Wyprowadzi¢ i przedyskutowaé¢ wzor na zaleznosé od czasu predkosci kropli spadajacej w
ziemskim polu grawitacyjnym g. Kropla spadajac albo paruje (jesli spada w prozni) albo
para wodna z otoczenia kondensuje na niej. Przyjaé, ze szybko$¢ zmiany z czasem masy
kropli jest proporcjonalna do jej aktualnego promienia'® (traktujemy krople jak kulke i
zakladamy stalosé gestosci wody ja tworzacej), a takze iz dziata na nia sita oporu (gdy
spada w powietrzu) proporcjonalna do jej szybkosci i do aktualnego promienia. Przyjac¢
tez, ze tracona lub zyskiwana przez krople woda ma zerowa predkosé wzgledem osrodka,
w ktorym kropla spada.

Rozwigzanie

Poniewaz zaktadamy, ze szybkos¢ zmiany masy jest proporcjonalna do promienia r kropli,
a przy stalej gestosci wody, masa kropli jest proporcjonalna do 72, przeto jawny wzor
wyrazajacy mase kropli w funkcji czasu jest rozwiazaniem réwnania

dm 1
— /3
=am’?,
dt

przy czym wspolezynnik o moze by¢ dodatni (gdy para z powietrza kondensuje na kropli)
lub ujemny (gdy kropla paruje i masa jej maleje). Rozwiazaniem jest

B 2/3 2 3/2
m(t) = | mg +§at :

Poniewaz przyjmujemy ze predkosé traconej przez krople (przyltaczanej do niej) materii
ma zerowg predkos¢ wzgledem osrodka i poniewaz przyjmujemy, iz sita oporu jest propor-

cjonalna do predkosci i promienia, czyli do m'/3, do rozwigzania jest rownanie (kierujemy
o$ z w dotl, tak iz g = e.g)

d
—(mv) = mg_7m1/3U7

dt

ktore zapiszemy w postaci
. m _ .
0+ (Eﬂwm 2/3> v=ov+uf(t)=g.

Funkcja f(t) jest jawnie dana wzorem:

1) = —12

mg* +2at

10W istocie, gdy kropla spada w prézni, szybkoéé zmiany jej masy jest proporcjonalna do pola jej
powierzchni, czyli do r2; gdy za$ para z otoczenia kondensuje na niej, szybkoéé zmiany masy jest mniej
wiecej ox /2, gdy predkosé¢ kropli jest niewielka i mniej wiecej oc /2 przy wiekszych predkoéciach.
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Roéwnanie jest liniowe z niejednorodnoscia, mozna wiec don zastosowaé standardowa tech-
nike uzmienniania statej. Rozwiazujemy najpierw rownanie jednorodne, ktore po rozdzie-
leniu zmiennych daje

i ma jako rozwiazanie

Vog(t) = 1o exp (— / dt f(t)> .

Zastepujac stala catkowania vy nieznana funkcja a(t) i wstawiajac tak uzyskana funkcje
Vszez () do wyjsciowego rownania niejednorodnego, dostajemy na a(t) rownanie

a:gexp(/dtf(t)).

Stad, po scatkowaniu, znajdujemy a(t) i dostajemy najogélniejsze rozwiazanie rownania
niejednorodnego w postaci

t
u(t) = e~ Jodr 1(7) {vo +9/ dr elo % f(f)} :
0

Granice calek zostaly tak wybrane, ze stala vy ma sens predkosci poczatkowej (w chwili
t = 0) kropli. Wyglada to skomplikowanie, ale mozna z tym powalczy¢.

¢ t dr 3 v 2 at
deT:'y—l—a/—:—<1+—)ln 1+-—= .
/o ()=t ) 0 mg/3+§a7 2 @ 3m§/3

Zatem

exp(/OTdff(f)) - <1+§%> R

Idac dalej,

t t
, 1
d fdéf(f):/d 1 b~ (1 b+l _ 1]
/O T ebo i 7(1+ar) D) [(1+ar) ]

Laczac wszystko razem i zakladajac, ze predkos¢ poczatkowa znika, tj. ktadac vy = 0,
otrzymujemy

g 1 b1 __ 9 b
Y= T @ a1 = a(l+0) {1+at_ (1+at>b}’

23



v(t) v(t)

20r 100 ¢
L s0f
150
[ ol
[ st
1.0+
[ 1
05F 05F
L L L L L L L Il L L L Il L L L Il L L L Il t L L L L t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1 5 10 50 100

Rysunek 4: Predkos¢ w (jednostkach gmg/ % /la|) spadajacej i parujacej kropli (krzywa
czerwona) i spadajacej kropli, na ktorej zachodzi kondensacja (krzywa niebieska) w funkcji
czasu (w jednostkach |a|/m3/3) bez sity oporu (v/|a| = 0). Po lewej: t < 1 - krzywa zielona
pokazuje predkosé spadku bez parowania i kondensacji. Po prawej: t > 1 - krzywa zielona
pokazuje zalezno$¢ asymptotyczna.

czyli ostatecznie

, . 1-i0e3)
e
myg

2/3

39 2/3 2
)= ——— t—m
v(t) da+ 3y —i—3a

Zbadajmy najpierw zachowanie predkosci tuz po starcie. Rozwijamy w tym celu po-
wyzszy wzor w szereg wzgledem ¢

(1+at)™" = exp[—bIn(1 +at)] = 1 — bat + b(b +1)a’t® +
Wspoétezynniki sg rowne
ba=m;*(a+7),
b(b+1)a® = ; mo (e +7) (5o + 37).

Wstawiajac to rozwiniecie do uzyskanego wyzej wzoru, otrzymujemy

39 2/3 2 2/3 2/3
t) = —— t— 1— t
o0 = 2 i+ 2 my* (o +9)

1
+6m 4/3(04—1—7)(504—1—37)2%24—...]},

czyli, po uproszczeniach

9
v(t) ~ gt — —2/3(044—7)752.
2m,
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Rysunek 5: Predkos¢ w (jednostkach gmg/ % /la|) spadajacej i parujacej kropli (krzywa
czerwona) i spadajacej kropli, na ktorej zachodzi kondensacja (krzywa niebieska) w funkcji
czasu (w jednostkach |a|/m§/3), gdy wystepuje sita oporu (v/|a] = 0.5). Po lewej: t < 1 -
krzywa zielona pokazuje predkos¢ spadku bez parowania i kondensacji. Po prawej: t > 1
- krzywa zielona pokazuje zaleznosé¢ asymptotyczna.

Wida¢ stad, ze jesli a + v > 0, szybkosé¢ kropli najpierw rosnie liniowo z czasem (tak jak
gdyby jej masa nie zmieniala sie, a sity oporu nie byto) a nastepnie spada.

Z pelego wzoru widaé tez, ze przy braku sity oporu (v = 0) i kondensacji (o > 0)
predkosé kropli asymptotycznie ro$nie jak % gt. Sita oporu modyfikuje ten asymptotyczny
wzrost predkosci do 2¢gt/(5 + 3v/a).

Przy parowaniu za$ (o« = —|a| < 0) i braku oporu wzor przybiera postac
3 2 Al )
v(t) = e/l m§/3 o] t+(1-— o] -1
5|al 3m§/ ’ 3m(2)/ ’

Wida¢ z niej, ze kropla w skonczonym czasie catkowicie wyparowuje, osiagajac w tym
samym momencie nieskoniczona predkosé. Jest to oczywiscie nierealistyczne. Z kolei jesli
sita oporu jest znaczna, tak iz 3y > 5|a|, predkosé kropli w momencie wyparowania jest
rowna zeru. Zalezno$é predkosci kropli w réznych sytuacjach pokazuja wykresy 4 i 5.
Jesli @ = 0 (masa kropli nie zmienia sie) otrzymane wzory przechodza w te uzyskane

/3

w zadaniu 2.4 dla tamtejszego parametru o = 1 przy utozsamieniu fym(l) ze wspolezyn-

nikiem k, a mg z m.
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