
MECHANIKA KLASYCZNA ĆWICZENIA

5. RÓWNANIA NEWTONA W UK LADACH NIEINERCJALNYCH

Przypomnienie:
Dwaj obserwatorzy z uk ladów odniesienia O i O′ charakteryzuja֒ zmienność w czasie
wektorów r(t) i r′(t) po lożenia punktu P (zob. lewy rysunek 1). Wektory te spe lniaja֒
oczywista֒ równość (która֒, jak każda֒ równość wektorowa֒, można rozpisać na sk ladowe w
dowolnym uk ladzie odniesienia, czyli np. w O lub w O′).

r(t) = r0(t) + r′(t) ,

gdzie r0(t) jest (zmieniaja֒cym sie֒ z czasem) wektorem  la֒cza֒cym pocza֒tki uk ladów O i
O′. Ponieważ jest to równość dwóch wektorów, wie֒c zachodzi także zwia֒zek

dr(t)

dt
=

dr0(t)

dt
+

dr′(t)

dt
.

Oczywíscie dr(t)/dt ≡ v(t) jest wektorem pre֒dkości punktu P mierzonej przez obserwa-
tora w O. Jeśli jednak widziany z O uk lad O′ obraca sie֒ wokó l osi przechodza֒cej przez
jego pocza֒tek z pre֒dkościa֒ ka֒towa֒ ω, wektor dr′(t)/dt nie jest tożsamy z wektorem v′

pre֒dkości mierzonej w O′. Aby to sobie uzmys lowić wystarczy rozpatrzyć przypadek, gdy
punkt P pozostaje w ustalonym po lożeniu wzgle֒dem O′: mimo iż wtedy v′ = 0, pochodna
dr′(t)/dt 6= 0, gdyż widziany z O wektor r′ zmienia sie֒ wraz z obrotem ca lego uk ladu O′.

Rozpatruja֒c infinitezymalne zmiany wektorów zachodza֒ce w infinitezymalnym od-
cinku czasu dt możemy napisać równość:

dr = dr0 + d′r′ + (dr′)rot .

d′r′ jest zmiana֒ wektora r′ widziana֒ przez obserwatora w O′ (który uważa, że osie jego
uk ladu sie֒ nie zmieniaja֒; wobec tego d′r′ = 0, wtedy gdy punkt P nie zmienia po lożenia
wzgle֒dem O′), wektor zaś (dr′)rot jest w laśnie zmiana֒ r′ widziana֒ z O, uwarunkowana֒ w
ca lości obrotem O′ wzgle֒dem O. Zmiana ta jest, jak  latwo zrozumieć, równa

(dr′)rot = dθ × r′ ,

gdzie dθ jest wektorem reprezentuja֒cym infinitezymalny obrót o ka֒t dθ uk ladu O′ wzgle֒dem
O w przedziale czasu dt (zatem dθ = ωdt). Wektor ten ma kierunek chwilowej osi ob-
rotu. Otrzymujemy zatem wniosek, że gdy uk lad O′ obraca sie֒ wzgle֒dem O wokó l osi
przechodza֒cej przez jego pocza֒tek

dr

dt
=

dr0
dt

+
d′r′

dt
+ ω × r′ .

Powyższy wzór pozostaje prawdziwy, nawet jeśli oś wokó l której obraca sie֒ uk lad O′

nie przechodzi przez jego pocza֒tek. Aby sie֒ o tym przekonać wprowadzamy pomocniczy
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Rysunek 1: Lewy rysunek: Uk lady odniesienia O i O′. Z punktu widzenia obserwatora
w uk ladzie O uk lad O′ obraca sie֒ wokó l osi (zaznaczonej linia֒ przerywana֒) z pre֒dkościa֒
ka֒towa֒ ω. Obaj obserwatorzy: w O i O′ charakteryzuja֒ zmienność w czasie wektora
po lożenia punktu P odpowiednio wektorami r, dr/dt, d2r/dt2 oraz r′, d′r′/dt, d

′2r′/dt2.
Prawy rysunek: Pomocniczy uk lad O′′ wprowadzany w sytuacji, gdy uk lad O′ obraca sie֒
wokó l osi nieprzechodza֒cej przez jego pocza֒tek. (Dla przejrzystości, wektory r i r′, takie
same, jak na lewym rysunku, nie zosta ly tu uwidocznione).

uk lad O′′ o pocza֒tku leża֒cym na osi, wokó l której obraca sie֒ O′ i osiach stale równoleg lych
do odpowiadaja֒cych im osi uk ladu O′ (zob. prawy rysunek 1). Mamy wtedy wektorowy
zwia֒zek

r = r′′0 + r′′ ,

gdzie r′′ jest wektorem wodza֒cym punktu P w uk ladzie O′′. Wobec tego, zgodnie z
poprzednim rozumowaniem możemy napisać

dr = dr′′0 + d′′r′′ + dθ × r′′ .

Wykorzystujemy naste֒pnie równość r′′ = r′0 + r′:

dr = dr′′0 + d′′(r′0 + r′) + dθ × r′0 + dθ × r′ .

Ponieważ jednak uk lady O′′ i O′ sa֒ ze soba֒ na sztywno zwia֒zane, d′′r′0 = 0 (wektor r′0
widziany z uk ladu O′′ nie zmienia sie֒). Co wie֒cej, d′′r′ = d′r′, gdyż osie O′′ i O′ sa֒
nawzajem do siebie stale równoleg le i zmiana wektora r′ widziana z obu tych uk ladów
jest takim samym wektorem. Wreszcie, wyraz dθ × r′0 po dodaniu do dr′′0 daje po prostu
przesunie֒cie wzgle֒dem O pocza֒tku uk ladu O′, czyli dr0. Otrzymujemy zatem ponownie
ten sam wzór, który można także zapisać jako (Vtr jest pre֒dkościa֒ ruchu poste֒powego O′

mierzona֒ w O)

v = Vtr + v′ + ω × r′ .

Z tych rozważań wynika też naste֒puja֒cy wniosek. Jeśli wektor b  la֒czy punkt P1 (o
wektorach wodza֒cych r1 i r′1 wzgle֒dem odpowiedno O i O′) z punktem P2 (o wektorach
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wodza֒cych r2 i r′2), czyli jeśli b = r2 − r1 = r′2 − r′1, to odejmuja֒c stronami wzory  la֒cza֒ce
ze soba֒ pochodne w obu uk ladach otrzymamy ważny wzór (por. Zadanie 0.7)

db

dt
=

d′b

dt
+ ω × b .

Wzór wia֒ża֒cy ze soba֒ przyspieszenia punktu P mierzone w obu uk ladach dostajemy
wykorzystuja֒c powyższy zwia֒zek (wyrazy w nawiasach sa֒ pochodnymi d/dt):

a ≡ dv

dt
=

dVtr

dt
+

(

d′v′

dt
+ ω × v′

)

+
dω

dt
× r′ + ω ×

(

d′r′

dt
+ ω × r′

)

≡ atr + a′ +
dω

dt
× r′ + 2ω × v′ + ω × (ω × r′) .

Zgodnie ze wzorem wiaża֒cym pochodne dowolnego wektora b obliczane w uk ladach ob-
racaja֒cych sie֒ jeden wzgle֒dem drugiego z pre֒dkościa֒ ka֒towa֒ ω, dω/dt = d′ω/dt.

Ważne jest także, by zdawać sobie sprawe֒ z tego, że powyższe zwia֒zki mie֒dzy pochod-
nymi wektorów sa֒ s luszne dla dowolnych dwu uk ladów O i O′. W szczególności żaden z
nich nie musi być uk ladem inercjalnym. Jeśli jednak uk lad O jest uk ladem inercjalnym,
to zwyk le prawo Newtona (tj. równanie ma = F) obowia֒zuje tylko w tym uk ladzie. W
uk ladzie O′, który jest wtedy (z konieczności, jeśli ω 6= 0) uk ladem nieinercjalnym, można
jednak stosować “prawo Newtona” zmodyfikowane o fikcyjne “si ly bezw ladności”:

ma′ = F −m

(

atr +
dω

dt
× r′ + 2ω × v′ + ω × (ω × r′)

)

.
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Zadanie 5.1
Dany jest zmieniaja֒cy sie֒ z czasem wektor b(t). Powia֒zać jego pochodne obliczone w
dwu różnych uk ladach odniesienia O i O′. Uk lady te maja֒ wspólny pocza֒tek i obracaja֒
sie֒ wzgle֒dem siebie wokó l wspólnej osi z = z′. Ka֒t jaki tworzy oś x′ uk ladu O′ z osia֒ x
uk ladu O jest pewna֒ funkcja֒ czasu ϕ(t).
Uwaga: Żaden z tych uk ladów nie jest wyróżniony. W szczególności żaden z nich nie
musi być uk ladem inercjalnym.

Rozwia֒zanie
Jeśli dane sa֒ dwa różne uk lady odniesienia O i O′, to dowolny wektor b można rozpisać
na wersory i jednego i drugiego uk ladu:

b = exbx + eyby + ezbz = e′

xb
′

x + e′

yb
′

y + e′

zb
′

z .

Wiedza֒c, że wersory obu uk ladów sa֒ ze soba֒ powia֒zane wzorami

ex = e′

x cosϕ(t) − e′

y sinϕ(t) ,

ey = e′

x sinϕ(t) + e′

y cosϕ(t) ,

i ez = e′

z (wzory te  latwo sprawdzić robia֒c odpowiedni rysunek i rozpatruja֒c przypadki,
gdy ϕ = 0 i ϕ = π/2) można też napisać

b = [bx cosϕ(t) + by sinϕ(t)] e′

x + [−bx sinϕ(t) + by cosϕ(t)] e′

y + bze
′

z .

Oznacza to po prostu, że b′x = bx cosϕ(t) + by sinϕ(t), a b′y = −bx sinϕ(t) + by cosϕ(t).
Pochodna֒ wektora b obliczona֒ w uk ladzie O

db

dt
= exḃx + eyḃy + ez ḃz ,

(obserwator w O, różniczkuja֒c wektor, uważa, że osie ei nie zmieniaja֒ sie֒ z czasem), która
jest pewnym wektorem, również można rozpisać na wersory uk ladu O′, otrzymuja֒c

db

dt
= [ḃx cosϕ(t) + ḃy sinϕ(t)] e′

x + [−ḃx sinϕ(t) + ḃy cosϕ(t)] e′

y + ḃze
′

z .

Jeśli jednak obliczymy pochodna֒ wektora b w uk ladzie O′, to otrzymamy

d′b

dt
= e′

xḃ
′

x + e′

yḃ
′

y + e′

z ḃ
′

z

=
db

dt
+ ω[−bx sinϕ(t) + by cosϕ(t)] e′

x + ω[−bx cosϕ(t) − by sinϕ(t)] e′

y .

Dodatkowe wyrazy proporcjonalne do ω ≡ ϕ̇(t) biora֒ sie֒ sta֒d, że w uk ladzie O′, oprócz
zmienności z czasem sk ladowych wektora b w bazie ei, uwzgle֒dniona jest także zmiana
wektora b spowodowana tym, że same wersory ei obracaja֒ sie֒ wzgle֒dem uk ladu O′ (ob-
serwator w O′ uważa, że to jego osie e′

i sa֒ nieruchome!). Wprowadzaja֒c wektor pre֒dkości
ka֒towej ω = ω ez = ω e′

z można sprawdzić, że dodatkowe wyrazy daja֒ sie֒ zapisać jako
−ω × b. Sta֒d

d′b

dt
=

db

dt
− ω×b lub

db

dt
=

d′b

dt
+ ω×b .
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Zadanie 5.2
Z wieży o wysokości h = 125 m stoja֒cej na równiku spuszczono swobodnie kamień o masie
m. Jak daleko upadnie on od podstawy wieży? Pomina֒ć wszystkie możliwe si ly oporu.
Rozwia֒zać ten problem w uk ladzie zwia֒zanym z Ziemia֒ oraz w uk ladzie inercjalnym, w
którym Ziemia (wraz z wieża֒) sie֒ obraca.

Rozwia֒zanie
W uk ladzie obracaja֒cym sie֒ wraz z Ziemia֒, którego pocza֒tek umieszczamy u podstawy
wieży, oś z kierujemy “w niebo”, a oś x na wschód, równanie “Newtona”, które trzeba
rozwia֒zać z warunkiem pocza֒tkowym r(0) = e

z
h, ṙ(0) ≡ v(0) = 0, ma postać:1

m
d2r

dt2
= mg − 2mω×v −mω×(ω×r) .

W przyje֒tym uk ladzie odniesienia ω = eyω. Ponieważ czas tsp spadku kamienia, czyli czas

trwania ruchu, nie może sie֒ wiele różnić od danego “szkolnym wzorem” tsp =
√

2h/g, wie֒c
w powyższym równaniu ostatni wyraz daje ma le efekty (drugiego rze֒du w ma lej wielkości
ωtsp ≪ 1) i można go pomina֒ć. Rozwia֒zujemy zatem równanie

m
d2r

dt2
= mg − 2mω×v ,

które rozpisane na sk ladowe daje

ẋ̇ = −2ωż ,

ẏ̇ = 0 ,

ż̇ = 2ωẋ− g .

Środkowe z tych równań jest trywialne i, uwzgle֒dniaja֒c warunki pocza֒tkowe, daje y(t) =
0. Z kolei ca lkuja֒c stronami pierwsze z tych równań i dobieraja֒c sta la֒ ca lkowania tak, by
dla t = 0, tj. wtedy, gdy z(0) = h, by lo ẋ(0) = 0, znajdujemy

ẋ = 2ω(h− z) .

Wstawiaja֒c tak wyrażone ẋ do trzeciego równania otrzymujemy

ż̇ = −g + 4ω2(h− z) .

Ponieważ zdecydowalísmy sie֒ pomijać wyrazy z ω2, rozwia֒zanie tego równania da z(t) =
h− 1

2
gt2, jak w szkole. Sta֒d widzimy, że rzeczywíscie z dok ladnościa֒ do efektów liniowych

w ω (a przy pominie֒ciu efektów kwadratowych), czas spadku wyznaczony przez z(tsp) = 0,

jest równy tsp =
√

2h/g. Wykorzystuja֒c znalezione z(t) w równaniu na x(t)

ẋ = 2ω(h− z) = ωgt2 ,

1Oznaczanie wielkości w uk ladzie nieinercjalnym symbolami z primem zosta lo tu zarzucone.
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po sca lkowaniu otrzymujemy

x(t) =
1

3
gωt3 .

Odchylenie d kamienia od podstawy wieży wynosi zatem

d = x(tsp) =
1

3
gω

2h

g

√

2h

g
= 0, 5 cm .

Ponieważ d > 0, kamień odchyla sie֒ w kierunku wschodnim, a nie, jak by można oczekiwać
na podstawie naiwnego rozumowania, że w trakcie lotu kamienia, to raczej Ziemia z wieża֒
na niej obróci sie֒ na Wschód.

Ten na pierwszy rzut oka dziwny wynik można lepiej rozumieć rozpatruja֒c ruch w
uk ladzie inercjalnym, w którym Ziemia z wieża֒ na niej sie֒ obraca. Ponieważ ruch zachodzi
w p laszczyźnie równikowej, wygodnie jest wprowadzić w tej p laszczyźnie uk lad biegunowy
(r, ϕ) tak, by w t = 0 wierzcho lek wieży (czyli kamienia) mia l wspó lrze֒dnie r(0) = R+ h,
gdzie R jest promieniem Ziemi (pocza֒tek uk ladu inercjalnego umieszczamy w środku
Ziemi, aby jej ruch obrotowy mia l prosta֒ postać), ϕ(0) = 0. Równanie Newtona rozpisane
w uk ladzie biegunowym, mar = Fr, maϕ = Fϕ to dwa równania:

m(ṙ̇ − rϕ̇2) = −mg ,

m(rϕ̇̇ + 2ṙϕ̇) = 0 .

Drugie równanie, po pomnożeniu obu stron przez r, daje sie֒ zwina֒ć do2

d

dt
(mr2ϕ̇) = 0 , czyli mr2ϕ̇ = L = const. ,

i wyraża, jak  latwo zrozumieć, zachowanie z-owej sk ladowej momentu pe֒du (ponieważ
jedyna dzia laja֒ca na kamień w uk ladzie inercjalnym si la jest centralna, moment pe֒du

2Innym sposobem doj́scia do tego samego jest zapisanie tego równania w postaci

−2
ṙ

r
=

ϕ̇̇

ϕ̇
≡ 1

ϕ̇

dϕ̇

dt
,

i sca lkowanie go stronami

−2

∫ r(t)

r(0)

dr

r
=

∫ ϕ̇(t)

ϕ̇(0)

d(ϕ̇)

ϕ̇
,

co daje

ln[ϕ̇(t)/ϕ̇(0] = −2 ln[r(t)/r(0)] ,

czyli mr2(t)ϕ̇(t) = mr2(0)ϕ̇(0).
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kamienia jest sta la֒ ruchu; w uk ladzie biegunowym, jawnie widoczna jest jednak tylko
sta lość Lz ≡ L). Zatem z równania tego możemy wyznaczyć ϕ̇ i wstawić do pierwszego:

mṙ̇ − L2

mr3
= −mg ,

Standardowym sposobem radzenia sobie z tym równaniem jest pomnożenie obu jego stron
przez ṙ i zwinie֒cie do

d

dt

(

1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
+ mgr

)

= 0 ,

czyli do równania wyrażaja֒cego sta lość ca lkowitej energii kamienia. Równanie to bedzie
badane w zadaniach dotycza֒cych ruchu w polu grawitacyjnym. Tu uprościmy sobie zada-
nie, przyjmuja֒c, co znajdzie swoje uzasadnienie niżej, że L2 ∼ ω2 i wobec tego, cz lon ten
w rówaniu na r można pomina֒ć. Po szkolnym sca lkowaniu daje ono wtedy

r(t) = r(0) + ṙ(0) − 1

2
gt2 = (R + h) − 1

2
gt2 .

Sta֒d, czas spadku, wyznaczony równościa֒ r(tsp) = R, jest równy, jak poprzednio tsp =
√

2h/g.
Maja֒c r(t) można znaleźć ϕ(t):

ϕ(t) =

∫ t

0

dt′L

mr2(t′)
=

L

m

∫ t

0

dt′

[R + h− 1
2
gt′2]2

.

Ca lke֒ te֒ można wyliczyć ścísle, ale by lby to zbyteczny trud: ponieważ R + h ≫ gt2sp,
możemy rozwina֒ć funkcje֒ podca lkowa֒

ϕ(t) =
L

m(R + h)2

∫ t

0

dt′
(

1 +
gt′2

R + h
+ . . .

)

=
L

m(R + h)2
t +

1

3

gL

m(R + h)3
t3 + . . .

Aby wyznaczyć L, zauważamy, że w chwili pocza֒tkowej kamień znajduja֒cy sie֒ na wierz-
cho lku wieży ma niezerowa֒ pre֒dkość w kierunku eϕ, równa֒ (R + h)ω. Zatem L =
mr2(0)ω = m(R + h)2ω i

ϕ(t) = ωt +
1

3

ω

R + h
gt3 .

Trzeba jednak pamia֒tać, że w czasie, gdy kamień spada l z wieży, jej podstawa obróci la
sie֒ z wraz Ziemia֒ o ka֒t ϕZ = ωtsp. Biora֒c to pod uwage֒, odleg lość, w jakiej od wieży
upadnie kamień wynosi

d = R (ϕ(tsp) − ϕZ) =
1

3

Rω

R + h
gt3sp ≈ 1

3
gωt3sp .

Widać że przyczyna֒ odchylenia kamienia na Wschód jest naprawde֒ to, że w uk ladzie
inercjalnym ma on w momencie rozpocze֒cia spadania wie֒ksza֒ pre֒dkość w tymże kierunku,
niż podstawa wieży.
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Zadanie 5.3
Stosuja֒c rachunek zaburzeń (albo inaczej, zasade֒ Banacha) podać rozwinie֒cie ogólnego
rozwia֒zania r = r(t) równania Newtona wyznaczaja֒cego ruch punktu materialnego w
nieinercjalnym uk ladzie odniesienia zwia֒zanym z powierzchnia֒ Ziemi s luszne w przypadku
ruchów krótkotrwa lych, w trakcie których ma lym pozostaje bezwymiarowy czynnik ωt (ω
jest tu pre֒dkościa֒ ka֒towa֒ obrotu Ziemi.

Rozwia֒zanie.
W przypadku ruchów krótkotrwa lych, o ma lym zasie֒gu, w których |r′(t)| ≪ R (R jest tu
promieniem Ziemi), można ogólne równanie

ma′ = mg −m

(

atr +
dω

dt
×r′ + 2ω×v′ + ω×(ω×r′)

)

+ Finne ,

(s luszne w dowolnym uk ladzie nieinercjalnym) uprościć do

ma′ = mgeff − 2mω×v′ + Finne ,

poprzez wcia֒gnie֒cie w lokalne pole geff efektów przyspieszenia atr = ω × (ω × R) (w
którym R jest wektorem  la֒cza֒cym środek Ziemi z pocza֒tkiem uk ladu nieinercjalnego na
jej powierzchni) i pominie֒cie pozosta lych efektów przyspieszenia odśrodkowego reprezen-
towanych przez wyraz ω × (ω × r′). Pomina֒ć też można wyraz z pochodna֒ ω po czasie.

Jeśli si ly inne niż grawitacyjne nie wystepuja֒ (tj. jeśli Finne = 0) i jeśli przyjmiemy,
że w obszarze, w którym zachodzi ruch geff jest sta lym wektorem, do sca lkowania jest
równanie (pomijamy odta֒d primy)

d2r(t)

dt2
= geff − 2ω×dr(t)

dt
,

z warunkami pocza֒tkowymi r(0) = r0, v(0) = v0, które raz ca lkuje sie֒ natychmiast daja֒c

dr(t)

dt
= v0 + gefft− 2ω×(r(t) − r0) .

Jest to zwyk le liniowe równanie różniczkowe pierwszego rze֒du z niejednorodnościa֒, przy
czym jednorodna jego cze֒ść jest postaci

d(r − r0)

dt
= A·(r − r0) .

(A jest tu macierza֒ liniowego odwzorowania wektora w jego iloczyn wektorowy z wektorem
−2ω). Można by loby je sca lkować ścísle, rozwia֒zuja֒c najpierw równanie jednorodne i
potem uzmienniaja֒c sta la֒. Otrzymane rozwia֒zanie by loby jednak dość skomplikowane
i uwzgle֒dnia loby także wyrazy rze֒du ω2t2, ω3t3, które, wobec pominie֒cia wyżej cz lonu
odśrodkowego ω × (ω × r′) sa֒ bez znaczenia (pominie֒te w równaniu wyrazy powoduja֒
efekty tego samego rze֒du). Zamiast tego najwygodniej jest zastosować rachunek zaburzeń.
Numerujemy wie֒c rozwia֒zania wed lug rze֒dów oznaczaja֒c rozwia֒zanie n-tego rze֒du r(n)(t),
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i przyjmuja֒c, że r(0)(t) = r0 (pierwszym przybliżeniem ruchu jest oczywíscie bezruch!).
Rozwia֒zanie (n + 1)-go rze֒du znajdujemy rozwia֒zuja֒c równanie

dr(n+1)(t)

dt
= v0 + gefft− 2ω×(r(n)(t) − r0) ,

którego prawa strona jest już jawna֒ funkcja֒ t, co umożliwia  latwe rozwia֒zanie go. Po-
nieważ r(0)(t) = r0, na r(1)(t) otrzymujemy równanie

dr(1)(t)

dt
= v0 + gefft ,

które oczywíscie daje

r(1)(t) = r0 + v0t +
1

2
gefft

2 .

Z kolei użycie r(1)(t) prowadzi do równania na r(2)(t) postaci

dr(2)(t)

dt
= v0 + gefft− 2ω×(r(1)(t) − r0)

= v0 + gefft− 2ω×v0t− ω×gefft
2 .

Po sca lkowaniu otrzymujemy

r(2)(t) = r0 + v0t +
1

2
gefft

2 − ωt×(v0t +
1

3
gefft

2) .

Przybliżenie r(t) ≈ r(2)(t) jest już wystarczaja֒co dok ladne. Aby to zobaczyć, znajdziemy
jeszcze r(3)(t) ca lkuja֒c równanie:

dr(3)(t)

dt
= v0 + gefft− 2ω×v0t− ω×gefft

2 + 2ωt×
(

ωt× (v0t +
1

3
gefft)

)

.

Otrzymujemy z niego

r(3)(t) = r0 + v0t +
1

2
gefft

2 − ωt× (v0t +
1

3
gefft

2) + 2ωt×
(

ωt× (
1

3
v0t +

1

12
gefft

2)

)

.

Widać wie֒c, że w wyrazach pojawiaja֒cych sie֒ w rozwia֒zaniach kolejnych rze֒dów wyste֒puja֒
coraz wyższe pote֒gi bezwymiarowego czynnika ωt. Rachunek zaburzeń daje wie֒c roz-
winie֒cie pe lnego rozwia֒zania, które można by by lo uzyskać sposobem podanym wyżej)
wed lug pote֒g ωt. Ponieważ w r(3)(t) wyste֒puja֒ wyrazy z (ωt)2, a w samym rozwia֒zywanym
równaniu pominie֒ty zosta l cz lon z przyspieszeniem odśrodkowym be֒da֒cy tego w laśnie
rze֒du, jest jasne, że należy sie֒ ograniczyć do rozwia֒zania r(2)(t).
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T

z

x
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ω
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x′

y′

θ

Rysunek 2: Po lewej: Wahad lo Foucault zawieszone nad obracaja֒ca֒ sie֒ powierzchnia֒
Ziemi i wychylone w kierunku osi x. ϕ jest ka֒tem szerokości geograficznej (zdefiniowanej
normalnie). Po prawej: Obrót uk ladu wspó lrze֒dnych o ka֒t θ.

Zadanie 5.7 (wahad lo Foucault, takie jak u U. Eco)
Znaleźć w przybliżeniu ma lych wychyleń od po lożenia równowagi ruch wahad la (tj. cie֒żar-
ka) o masie m zawieszonego na (w przybliżeniu) nieważkiej i nierozcia֒gliwej lince o d lugości
ℓ nad punktem na powierzchni Ziemi znajduja֒cym sie֒ na szerokości geograficznej ϕ.

Rozwia֒zanie
Ponieważ ruch wahad la może trwać dowolnie d lugo i bezwymiarowy czynnik ωt nie musi
być ma ly, nie można tu korzystać z wyprowadzonego w Zadaniu 5.3 rozwinie֒cia rozwia֒zania
wed lug pote֒g tego czynnika. Trzeba inaczej rozwia֒zać równanie ruchu wahad la, które w
nieinercjalnym uk ladzie zwia֒zanym z obracaja֒ca֒ sie֒ Ziemia֒ ma postać3

m
d2r

dt2
= mg + T − 2mω×dr

dt
−mω×(ω×r) .

r jest tu wektorem po lożenia cie֒żarka (wzgle֒dem uk ladu zwia֒zanego z powierzchnia֒ Ziemi;
wyraz −mω×(ω×R) jest w la֒czony do g), a T jest si la֒ nań dzia laja֒ca֒ ze strony linki.
Ostatni cz lon po prawej stronie jak zwykle pominiemy, bo jest on proporcjonalny do ω2.
Wybieraja֒c uk lad o pocza֒tku w punkcie na Ziemi, nad którym zawieszono wahad lo i
kieruja֒c jego oś z w góre֒, a oś x na po ludnie możemy jawnie rozpisać si ly. W obranym
uk ladzie

ω × v = ω

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex ey ez

− cosϕ 0 sinϕ
vx vy vz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −exvyω sinϕ + eyω(vx sinϕ + vz cosϕ) − ezvyω cosϕ.

W przybliżeniu ma lych odchyleń od pionu, czyli od po lożenia równowagi, ruch można
przybliżyć przez ruch p laski, tj. przyja֒ć, że z ≈ const i vz ≈ 0. Bilans si l w sytuacji, w
której y = 0, a x 6= 0 (wahad lo wychylone dok ladnie w kierunku na po ludnie) wygla֒da

3Wszystkie wielkości sa֒ obliczane w uk ladzie nieinercjalnym wie֒c primy pomijamy.
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wtedy tak (zob. lewy Rysunek 2):

F sum
x = 2mvyωz − T sinα ,

F sum
z = 2mvyω cosϕ−mg + T cosα .

Wprowadzilísmy tu u latwiaja֒ce zapis oznaczenie

ωz ≡ ω sinϕ .

Ponieważ zak ladamy, że z ≈ const, wie֒c sk ladowa z-owa F sum
z sumarycznej si ly musi

znikać. Stad,

T =
mg − 2mvyω cosϕ

cosα
,

a zatem

F sum
x = 2mvyωz −mg tgα + 2mvyω cosϕ tgα .

Trzeci wyraz w F sum
x można pomina֒ć, gdyż, be֒da֒c (w przyje֒tym przybliżeniu ma lych

wychyleń) proporcjonalnym i do ω i do tgα ≪ 1 jest on tu ma la֒ wielkościa֒ drugiego
rze֒du. Ponadto w przybliżeniu ma lych wychyleń, |α| ≪ 1,

tgα ≈ sinα =
x

ℓ
.

Uogólniaja֒c te rozważania do sytuacji, gdy zarówno x, jak i y sa֒ niezerowe możemy
wypisać równania wyznaczaja֒ce ruch cie֒żarka w p laszczyźnie xy:

ẋ̇ + ω2
0x = 2ωz ẏ ,

ẏ̇ + ω2
0y = −2ωzẋ .

Oznaczylísmy tu ω2
0 ≡ g/ℓ. Najprościej rozwia֒zuje sie֒ te równania przechodza֒c do zespo-

lonej zmiennej ξ ≡ x+ iy. W tej zmiennej staja֒ sie֒ one jednym jednorodnym równaniem
liniowym drugiego rze֒du

ξ̇˙ + ω2
0ξ + 2iωz ξ̇ = 0 .

Szukamy rozwiazania w postaci ξ(t) = Aeiλt, co daje równanie charakterystyczne na λ

−λ2 − 2ωzλ + ω2
0 = 0 ,

którego pierwiastkami sa֒ λ± = −ωz±Ω, gdzie Ω ≡
√

ω2
0 + ω2

z . Najogólniejsze rozwia֒zanie
ma zatem postać

ξ(t) ≡ x(t) + iy(t) = e−iωzt
(

A+ eiΩt + A− e−iΩt
)

.

Zanim obliczymy cze֒ści rzeczywista֒ i urojona֒ prawej strony, dobrze jest sie֒ zastanowić
nad czynnikiem e−iωzt. Jeśli ξ = x + iy jest (zespolonym) po lożeniem punktu w uk ladzie

11



xy, to, jak  latwo zobaczyć (zob. Rysunek 2), w uk ladzie x′y′ obróconym wzgle֒dem xy
przeciwnie do kierunku ruchu wskazówek zegara o ka֒t θ, zespolonym po lożeniem tego
punktu jest ξ = eiθξ′. Zatem w uk ladzie, który obraca lby sie֒ w kierunku (na pó lkuli
pó lnocnej, gdzie sinϕ > 0, czyli ωz > 0) zgodnym z kierunkiem obrotu wskazówek zegara
ruch rzutu wahad la na p laszczyzne֒ by lby dany przez

ξ′(t) ≡ x′(t) + iy′(t) = A+ eiΩt + A− e−iΩt.

Wiadomo, że torem w uk ladzie tym jest w ogólności elipsa (zob. Zadanie 0.6), której
kszta lt zależy od sta lych A± = A± + iB± (skrajnymi przypadkami jest prosta i okra֒g).
W uk ladzie xy zatem tor ten jako ca lość obraca sie֒ z pre֒dkościa֒ ka֒towa֒ ωz = ω sinϕ -
maksymalna֒ na biegunie i znikaja֒ca֒ na równiku.
Zadanie 7.1
Znaleźć leża֒cy ca lkowicie w p laszczyźnie xy tor promienia świat la wpadaja֒cego (od strony
ujemnych x-ów) w punkcie (x, y) = (0, 0) pod ka֒tem α0 w stosunku do osi x do ośrodka,
w którym wspó lczynnik za lamania zależy od g le֒bokości x jak n(x) =

√
1 + ax. Oprzeć

sie֒ raz na prawie Snella, a drugi raz na zasadzie Fermata orzekaja֒cej, że promień świat la
mie֒dzy dwoma punktami biegnie po takiej drodze, że czas przelotu jest minimalny.
Przypomnienie: W ośrodku o wspó lczynniku za lamania n pre֒dkość świat la (lokalna)
jest równa c/n.

Rozwiaza֒nie
Prawo Snella mówi, że przechodza֒c z ośrodka 1 o (sta lym) n1 do drugiego ośrodka 2 o n2

(również sta lym) promień świat la za lamuje sie֒ w taki sposób, że

n1 sinα1 = n2 sinα2 ,

gdzie α1 i α2 sa֒ ka֒tami, jaki promień tworzy po dwu stronach z normalna֒ do granicy
ośrodków. Aby to prawo zastosować do ośrodka, w którym n sie֒ zmienia z x, trzeba
pos lużyć sie֒ rozumowaniem granicznym i podzielić pó lp laszczyzne֒ x > 0 na pasy o sta lych
wspó lczynnikach n0 = 1 (dla x < 0), n1, n2, n3, itd. Do każdej z powsta lych w ten
sposób granic dwu ośrodków stosujemy prawo Snella: n1 sinα1 = n0 sinα0 = sinα0,
n2 sinα2 = n1 sinα1 = n0 sinα0, n3 sinα3 = n0 sinα0, itd. Widać, że w takim przypadku
po przej́sciu do granicy nieskończenie ge֒stego podzia lu pó lp laszczyzny x > 0 na pasy
otrzymamy

sinα(x) =
n0 sinα0

n(x)
=

sinα0

n(x)
.

Przerobienie sinusa α(x) na tangens da wie֒c równanie toru w postaci

dy(x)

dx
= tgα(x) =

√

sin2 α(x)

1 − sin2 α(x)
=

sinα0
√

n2(x) − sin2 α0

,

bo α(x) jest dok ladnie ka֒tem nachylenia krzywej y(x) po jakiej biegnie promień.
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To samo równanie toru promienia można także uzyskać z zasady Fermata, która jest
ogólniejsza.4 Niech A (punkt wlotu promienia do ośrodka o zmiennym n) ma wspó lrze֒dne
(0, 0), a jakís inny punkt B ma wspó lrze֒dne (x1, y1). Czas przelotu od A do B po drodze
γ dany wzórem

T [γ] =

∫ B

A

dl

v
,

jest wtedy funkcjona lem, który wed lug zasady Fermata przyjmuje wartość najmniejsza֒
na rzeczywistej drodze promienia świetlnego od A do B. Aby mu nadać jawna֒ postać
przyjmijmy, że drogi od A do B parametryzujemy x-em, czyli piszemy w postaci y = y(x).
Wtedy dl =

√

(dx)2 + (dy)2 = dx
√

1 + (y′)2 i

T [γ] =

∫ x1

0

dx

c
n(x)

√

1 + (y′)2 .

Mamy tu przypadek, gdy funkcja podca lkowa w funkcjonale nie zależy od samej wario-
wanej funkcji, a tylko od jej pochodnej. Wobec tego równanie Eulera-Lagrange’a można
od razu raz sca lkować, co daje

n(x) y′
√

1 + (y′)2
= D = const.

Po odwik laniu wzgle֒dem y′ dostajemy sta֒d równanie

dy

dx
=

D
√

n2(x) −D2
,

które daje po sca lkowaniu funkcje֒ y(x) zależna֒ od dwu sta lych dowolnych. Sta le te po-
winny być wyznaczone z warunku przebiegania otrzymanej krzywej przez punkty A =
(0, 0) i B = (x1, y1), tak jak tego w zasadzie wymaga zasada Fermata. Nic nie zabra-
nia jednak, gdy już równanie różniczkowe na tor zosta lo wyprowadzone, zasta֒pić drugi
warunek ża֒daniem, by ka֒t wpadania promienia do ośrodka o zmiennym n w punkcie A
by l równy α0. Oznacza to, że sta la֒ D trzeba wybrać równa֒ sinα0, bo wtedy nachylenie
krzywej w x = 0 be֒dzie takie jak trzeba (tzn. pochodna (dy/dx)x=0 be֒dzie równa tgα0, bo
n(0) = n0 = 1). Z takim warunkiem brzegowym otrzymujemy zatem to samo równanie,
co z prawa Snella.

4Prawo Snella wynika z niej niemal natychmiast: wystarczy wyobrazić sobie dwa punkty A i B jeden
nad granica֒ dwu ośrodków, w obszarze o sta lym n1 i drugi pod nia֒, w obszarze o sta lym n2; w obszarach
o sta lym n promień biegnie po prostej (co też wynika z zasady Fermata, gdyż jest to droga najkrótsza i
wobec sta lości n odpowiada ona najkrószemu czasowi przebiegu świat la mie֒dzy dwoma punktami) wie֒c
wystarczy obliczyć czas T (y) jego przebiegu od A do B jako funkcje֒ wspó lrze֒dnej y na osi be֒da֒cej granica֒
ośrodków punktu, w którym promień przechodzi z jednego ośrodka do drugiego; warunek minimalnego
czasu przelotu (tj. warunek by funkcja T (y) mia la w punkcie y minimum - do którego wypisania wystarcza
zwyk ly rachunek różniczkowy funkcji jednej zmiennej) przyjmuje dok ladnie postać prawa Snella.
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Warto jeszcze zobaczyć, co by by lo, gdyby droge֒ γ sparametryzować nie x-em, a y-
kiem. W takim przypadku funkcjona l mia lby postać

T [γ] =

∫ x1

0

dy

c
n(x)

√

1 + (x′)2 ,

gdzie x′ ≡ (dx/dy). Funkcja podca lkowa J w funkcjonale by laby niezależna od zmiennej
ca lkowania i ca lka֒ pierwsza֒ równania Eulera-Lagrange’a, sprowadzaja֒ca֒ je do równanie
pierwszego rze֒du by lby “hamiltonian” tj.

x′
∂J
∂x′

−J = x′
n(x)x′

√

1 + (x′)2
− n(x) (1 + (x′)2)

√

1 + (x′)2
≡ −n(x)

√

1 + (x′)2
= h = const.

Po rozwik laniu tego równania wzgle֒dem x′ ≡ dx/dy i narzuceniu, jak poprzednio warunku
(dx/dy)x=0 =ctg α0 (który wymaga, by h2 = sin2 α0) dostaje sie֒ sta֒d to samo równanie,
co poprzednio.

Jeśli n2(x) = 1+ax, proste sca lkowanie prowadzi (przy wyżej narzuconych na rozwia֒zanie
warunkach) do równania toru

y(x) =
2

a
sinα0

√

cos2 α0 + ax− sin 2α0

a
.

Sta la ca lkowania jest ustalona z warunku, by y(0) = 0. Gdy a > 0, wzór ten daje tor,
na którym y asymptotycznie, dla dużych x, rośnie proporcjonalnie do

√
x. Jeśli a < 0,

otrzymany wzór może obowia֒zywać tylko dla x < (1/|a|) cos2 α0. Przyczyne֒ tego  latwo
zobaczyć, jeśli sie֒ pamie֒ta, że równanie różniczkowe typu

dy

dx
= f(x, y) ,

w laściwie należy zapisywać w postaci

X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0 ,

(gdzie X i Y sa֒ takie, że5 −X/Y = f(x, y)), która nie wyróżnia ani x ani y; równanie
takie definiuje (przy ustalonych warunkach pocza֒tkowych) krzywa֒ na p laszczyźnie, która֒
czasem da sie֒ zapisać jako y = y(x), czasem jako x = x(y), a czasem tylko parametrycznie.
Oczywíscie maja֒c rozwia֒zanie takiego równania w postaci y = y(x) możemy je “odkre֒cić”

5Przy danej funkcji f(x, y) funkcje X(x, y) i Y (x, y) nie sa֒ określone jednoznacznie: funkcje
g(x, y)X(x, y) i g(x, y)Y (x, y) daja֒ te֒ sama֒ funkcje֒ f(x, y). Niejednoznaczność ta (poza ewentualnie punk-
tami, w których funkcja g(x, y) znika) nie ma wp lywu na krzywe ca lkowe - krzywe te sa֒ bowiem określone
warunkiem - patrza֒c na to geometrycznie - znikania jedno-formy różniczkowej ω̂ = X(x, y)dx+Y (x, y)dy
na wektorach do nich stycznych; jeśli wie֒c zero daje na nich forma ω̂, to również zero daje forma
η̂ = g(x, y) ω̂. Odpowiednim doborem funkcji g(x, y) można sprawić, że ω̂ = dφ(x, y), co - jeśli jest
możliwe, a jest zawsze możliwe w R

2, ale już niekoniecznie w R
D o D > 2 - pozwala krzywe ca lkowe

przedstawić w postaci φ(x, y) = const. Forma ω̂ ma wtedy czynnik ca lkuja֒cy, czyli, zgodnie z pierwszym
twierdzeniem Carathéodory’ego, jest ca lkowalna.
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i dostać x = x(y). W badanym tu przypadku toru promienia świetlnego, po takim
odkre֒ceniu, dostaniemy

x(y) =
a

4 sin2 α0

(

y +
sin 2α0

a

)2

− cos2 α0

a
.

Z postaci tej od razu widać, co sie֒ dzieje, gdy a < 0: promień świetlny wchodzi do ośrodka,
lecz stale zakre֒ca w lewo i po osia֒gnie֒ciu g le֒bokości x = (1/|a|) cos2 α0 zaczyna zawracać
spowrotem w kierunku osi y, czyli ku granicy ośrodków.

Wyt lumaczenie zakre֒cania toru promienia świetlnego odwo luja֒ce sie֒ do falowej natury
świat la jest proste: przy a < 0 pre֒dkość świat la w ośrodku równa c/n(x) wzrasta wraz z
g le֒bokościa֒ (ze wzrostem x); znaczy to że prawa strona frontu fali (jego “prawa noga”)
porusza sie֒ szybciej niż lewa; jest jasne że musi to powodować zakre֒canie frontu fali w
lewo.
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Zadanie 7.4
Jaki jest kszta lt maja֒cej minimalne pole powierzchni obrotowej rozpie֒tej na dwóch równo-
leg lych do siebie nawzajem ko lach o promieniach R1 i R2, których środki leża֒ na tej samej
prostej i sa֒ oddalone od siebie o 2L?

Rozwia֒zanie
Pole powierzchni powsta lej przez obrót wokó l osi x krzywej y(x), takiej, że y(−L) = R1,
a y(L) = R2 jest dane wzorem6

P [y] =

∫ L

−L

dxP(y, y′) =

∫ L

−L

dx 2πy
√

1 + y′2 .

Ponieważ funkcja podca lkowa P nie zależy od x, ca lka֒ pierwsza֒ odpowiedniego równania
Eulera-Lagrange’a jest “hamiltonian” (czynnik 2π można spokojnie opuścić):

y′
∂P
∂y′

−P ≡ −y
√

1 + y′2
= −C = const.

Rozwik luja֒c wzgle֒dem y′ znajdujemy zwia֒zek
∫

dy
√

y2 − C2
= ± 1

C

∫

dx .

Znak ± jest znakiem pochodnej dy/dx, która, nawet przy ustalonym znaku sta lej C, może
być na jednym odcinku ujemna, a na innym dodatnia; dlatego trzeba go tu w zasadzie
uwzgle֒dniać jawnie. Podstawiaja֒c w ca lce po lewej y = C chθ znajdujemy

y(x) = C ch

(

x + D

C

)

,

gdzie D jest druga֒ sta la֒ dowolna֒. Sta le C i D wyznaczamy z warunków y(−L) = R1,
y(L) = R2. Może istnieć jedno rozwia֒zanie, albo dwa albo może nie być żadnego.
Naj latwiej zobaczyć to na przypadku R1 = R2 ≡ R. Bez straty ogólności można też
przyja֒ć L = 1 (promień R mierzymy w jednostkach L - charakter rozwia֒zania zależy
tylko od stosunku R/L) Wtedy z symetrii wynika, że D = 0 i dwa równania staja֒ sie֒
jednym i tym samym warunkiem na C̃ ≡ 1/C

R =
ch(C̃)

C̃
.

Graficznie, na p laszczyźnie (C̃, z), rozwia֒zanie jest rze֒dna֒ (a może odcie֒ta֒? kto pamie֒ta
te dziwne nazwy!? ale chyba jednak odcie֒ta֒) punktu, w którym krzywa z = C̃−1ch(C̃)
pokazana na rysunku 3 przecina sie֒ z pozioma֒ prosta֒ z = R. Jest wie֒c jasne, że gdy R jest

6Uzasadnienie wzoru: jest to suma pól powierzchni prostoka֒tnych pasków, na jakie dziela֒ te֒ po-
wierzchnie֒ p laszczyzny prostopad le do osi x odleg le od siebie o dx: d lugościa֒ paska jest 2πy, a wysokościa֒
√

dx2 + dy2.
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Rysunek 3: Wykres funkcji C̃−1chC̃.

mniejsze od pewnej krytycznej wartości, niema żadnych punktów przecie֒cia i rozwia֒zanie
nie istnieje. Oznacza to, że minimalne pole ma w takiej sytuacji powierzchnia, która
“przykleja” sie֒ do kó l, na których jest rozpie֒ta i redukuje sie֒ do prostej  la֒cza֒cej ich
środki; pole takiej “powierzchni” jest równe π(R2

1 +R2
2) (w rozpatrywanym tu przypadku

2πR2), a krzywa y(x) jest nieróżniczkowalna; rozpatrywany funkcjona l nie ma ekstremali
(minimum) w klasie powierzchni zadanych krzywymi różniczkowalnymi. Jednoznaczne
rozwia֒zanie jest tylko wtedy, gdy R przyjmuje pewna֒ szczególna֒ wartość (przy jednej
szczególnej wartości stosunku R/L). Dla R wie֒kszych sa֒ zawsze dwa rozwia֒zania C̃1 i C̃2.
Naj latwiej sie֒ zorientować jak one wygla֒daja֒, gdy R ≫ 1 (R ≫ L). Jednym rozwia֒zaniem
równania R = C̃−1ch C̃ jest wtedy C̃ ≈ 1/R i odpowiadaja֒ca mu ekstremala funkcjona lu,
która֒ można zapisać w postaci

y(x) = R
chC̃x

chC̃
≈ R

ch(x/R)

ch(1/R)

schodzi tylko nieznacznie, ponieważ ch(x/R) <
∼ 1, w dó l, poniżej wartości y = R. Rozwia֒-

zanie to jest oczywiste fizycznie i rzeczywíscie odpowiada najmniejszej powierzchni. Dru-
gim rozwia֒zaniem równania R = C̃−1ch C̃, gdy R ≫ 1, jest C̃ ≫ 1. Odpowiadaja֒cym
mu punktem stacjonarnym funkcjna lu jest wtedy funkcja (jej formalna postać jest taka
sama jak pierwsze, ścis la postać wypisana wyżej), która przy x ∼ 0, gdzie ch(C̃x) ≈ 1
wyrażnie “siada”. Przypuszczalnie nie jest to maksimum (lokalne) funkcjona lu, bo jest
oczywiste, że każda֒ powierzchnie֒ obrotowa֒ można nieco “pomarszczyć” zwie֒kszaja֒c do-
wolnie jej pole; trudno też sobie wyobrazić, by rozwia֒zaniu temu odpowiada lo (lokalne)
minimum; przypuszczalnie jest to punkt siod lowy - ale dar “widzenia” takich rzeczy w
przestrzeniach funkcji jest dany tylko nielicznym, zaprawionym w analizie funkcjonalnej.
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Zadanie 7.6 (Szkoleniowe, bo odpowiedź jest oczywista)
Znaleźć wariacyjnie najkrótsza֒ droge֒  la֒cza֒ca֒ na p laszczyźnie xy dwa ustalone punkty
A = (xA, yA) i B = (xB, yB). Rozwia֒zać problem w zmiennych biegunowych. Rozwia֒zać
ten sam problem w przestrzeni o D wymiarach.

Rozwia֒zanie
W dwóch wymiarach zadanie jest banalne: d lugość krzywej γ  la֒cza֒cej punkty A i B jest
dana funkcjona lem

J [γ] =

∫ B

A

dl =

∫ B

A

√

dx2 + dy2 =

∫ xB

xA

dx
√

1 + y′2 ,

który prowadzi, ponieważ funkcja podca lkowa nie zależy ani od x ani od y, do oczywistego
równania

dy

dx
= C = const,

ska֒d, jak należa lo sie֒ spodziewać, y(x) = Cx + D.

Wartość funkcjona lu J [γ] obliczona na danej drodze γ nie zależy od wyboru zmiennych.
W zmiennych walcowych np.

J [γ] =

∫

d(r cosϕ)

√

1 +

[

d(r sinϕ)

d(r cosϕ)

]2

=

∫

√

[d(r cosϕ)]2 + [d(r sinϕ)]2 ,

czyli, parametryzuja֒c krzywa֒ γ ka֒tem ϕ,

J [γ] =

∫

dϕJ (r, r′) =

∫

dϕ
√
r′2 + r2 .

Odpowiadaja֒ce tej postaci funkcjona lu równanie Eulera-Lagrange’a ma nieciekawa֒ postać

d

dϕ

r′√
r′2 + r2

=
r√

r′2 + r2
.

Na szcze֒ście funkcja podca lkowa J [γ] nie zależy od zmiennej ca lkowania ϕ, wie֒c sta la֒ jest
“hamiltonian”

r′
∂J
∂r′

−J = − r2√
r′2 + r2

= −C = const.

Po wywik laniu wzgle֒dem r′ i rozdzieleniu zmiennych dostajemy sta֒d (± jest znakiem
pochodnej dr/dϕ, który a priori móg lby sie֒ zmieniać na krzywej przy ustalonym C)

±
∫

dϕ = C

∫

dr

r
√
r2 − C2

= C

∫

dr

r2
√

1 − C2

r2

.
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Standardowym chwytem jest tu podstawienie u = C/r, które daje

±(ϕ + ϕ0) = −
∫

du√
1 − u2

= −arccosu .

Zatem u ≡ C/r = cos(ϕ + ϕ0), czyli

C = r cosϕ cosϕ0 − r sinϕ sinϕ0 ≡ x cosϕ0 − y sinϕ0 ,

co oczywíscie jest równaniem prostej y = Ax + B z A = ctgϕ0 i B = −C/ sinϕ0.

W przestrzeni D wymiarowej, aby traktować symetrycznie wszystkie wspó lrze֒dne xi

najwygodniej jest przyja֒ć opis parametryczny xi = xi(ξ) krzywej γ, w którym parametr
ξ ∈ [0, ξk] tak, że xi(0) = xA

i , xi(ξk) = xB
i . D lugość drogi jest wtedy dana funkcjona lem

(kropki oznaczaja֒ pochodne po ξ)

J [γ] =

∫ ξk

0

dξ J (ẋ1, . . . , ẋD) =

∫ ξk

0

dξ
√

ẋ2
1 + . . . + ẋ2

D .

Funkcjona l J [γ] jest niezmienniczy wzgle֒dem reparametryzacji krzywej (czyli mówia֒c
górnolotnie - prof. Meissner to uwielbia - wzgle֒dem dzia lania grupy dyffeomorfizmów),
tj. jeśli ξ = ξ(τ), to

x′

i ≡
dxi

dτ
=

dxi

dξ

dξ

dτ
≡ ẋi

dξ

dτ
,

i, ponieważ dξ = dτ(dξ/dτ),

J [γ] =

∫ ξk

0

dξ
√

ẋ2
1 + . . . + ẋ2

D =

∫ τk

τi

dτ
√

x′2
1 + . . . + x′2

D ,

z 0 = ξ(τi), ξk = ξ(τk). Ma wie֒c on te֒ sama֒ postać7 (jeśli nie liczyć innych oznaczeń
pochodnych po ξ i po τ), niezależnie od wyboru parametryzacji krzywej.

Ponieważ J nie zależy od xi wszystkie równania Eulera-Lagrange’a daja֒ sie֒ raz
sca lkować prowadza֒c do uk ladu D równań:

ẋi
√

ẋ2
1 + . . . + ẋ2

D

= Ci , i = 1, . . . , D .

Wynika z nich, że

dxi

dxj

=
Ci

Cj

≡ Cij = const,

7Należy to porównać z zamiana֒ zmiennych z kartezjańskich do walcowych, rozpatrywana֒ wyżej: tam
wartość funkcjona lu nie zależa la od wyboru zmiennych, ale sama postać funkcji podca lkowej by la inna.
Nie by la wie֒c to niezmienniczość (czyli symetria).
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dla każdej pary indeksów i oraz j, czyli że dowolna wspó lrze֒dna xi wyraża sie֒ przez
dowolna֒ inna֒ wspó lrze֒dna֒ xj funkcja֒ liniowa֒ (w sensie szkolnym, a nie w ścis lym sen-
sie algebraicznym). Rozwia֒zaniem sa֒ wie֒c zwia֒zki xi(ξ) = βih(ξ) + αi, w których h(ξ)
jest dowolna֒ funkcja֒, co odpowiada dowolności parametryzacji krzywej (prostej). Sta le
ca lkowania Ci sa֒ wtedy równe Ci = βi/

√

β2
1 + . . . + β2

D. Zwia֒zki te, to oczywíscie para-
metryczny opis prostej.

Warto jeszcze zwrócić uwage֒ na “hamiltonian”, który, ponieważ funkcja podca lkowa
J w funkcjonale J [γ] nie zależy od ξ, powinien być sta la֒. Znajdujemy jednak, że

D
∑

i=1

ẋi

∂J
∂ẋi

− J ≡ 0 .

Hamiltonian tożsamościowo znika! Odpowiedzialny jest za to fakt, że funkcja podca lkowa
jest funkcja֒ jednorodna֒ rze֒du pierwszego pre֒dkości ẋi, tzn, ma w lasność (w rozpatrywa-
nym wyżej zagadnieniu funkcja J nie zależy od xi)

J (x1, . . . , xD, λẋ1, . . . , λẋD) = λJ (x1, . . . , xD, ẋ1, . . . , ẋD) .

Jeśli rówość te֒ zróżniczkuje sie֒ po λ i po loży λ = 1, otrzyma sie֒ zwia֒zek oznaczaja֒cy
znikanie “hamiltonianu” (jest to tzw. twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych -
w termodynamice prowadzi ono do tzw. równania Gibbsa-Duhema). Jest to typowa
sytuacja, gdy funkcjona l jest niezmienniczy, tak jak tutaj, wzge֒dem reparametryzacji, bo
wymaga ona w laśnie, by funkcja podca lkowa by la funkcja֒ jednorodna֒ rze֒du pierwszego
pre֒dkości.
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Zadanie 7.9
Wykazać, że geodetyka֒ (tj. najkrótsza֒ krzywa֒) na sferze (o promieniu R)  la֒cza֒ca֒ dwa
zadane punkty sfery jest wycinek ko la wielkiego (tj. krzywej powsta lej z przecie֒cia sfery
p laszczyzna֒ przechodza֒ca֒ przez jej środek) przechodza֒cego przez te dwa punkty.

Rozwia֒zanie
Szukamy leża֒cej na sferze drogi γ, na której funkcjona l

L[γ] =

∫ B

A

dl =

∫ B

A

√

dx2 + dy2 + dz2 ,

osia֒ga ekstremum. Warunkiem zapewniaja֒cym, że droga γ przebiega po sferze jest
g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − R2 = 0.

W tym przypadku od razu przechodzimy do zmiennych zgodnych z wie֒zami x(θ, ϕ) =
R sin θ cosϕ, y(θ, ϕ) = R sin θ sinϕ, z(θ, ϕ) = R cos θ, w których L[γ], po sparametryzo-
waniu drogi ka֒tem θ (szukamy wie֒c funkcji ϕ = ϕ(θ)) ma postać

L[γ] =

∫ θB

θA

dθ

√

1 + ϕ′2 sin2 θ ,

w której ϕ′ = dϕ/dθ. Funkcja podca lkowa nie zależy tu od samej szukanej funkcji ϕ(θ),
wie֒c równanie Eulera-Lagrange’a sprowadza sie֒ do

ϕ′ sin2 θ
√

1 + ϕ′2 sin2 θ
= H = const.

Sta֒d, rozwik luja֒c wzgledem dϕ/dθ i ca lkuja֒c przez rozdzielenie zmiennych otrzymujemy

ϕ− ϕ0 = ±H

∫

dθ

sin θ
√

sin2 θ −H2
= ±H

∫

dθ

sin2 θ
√

1 −H2/ sin2 θ
,

Podstawiamy u = ctgθ (czyli 1/ sin2 θ = 1 + u2), du = −dθ/ sin2 θ, co daje

ϕ− ϕ0 = ∓H

∫

du
√

1 − (1 + u2)H2
= ∓H

∫

du√
1 −H2 − u2H2

= ∓
∫

dw√
1 −H2 − w2

.

Sta֒d ϕ− ϕ0 = ∓arcsin(Hu/
√

1 −H2), albo

sin(ϕ− ϕ0) = ∓ H√
1 −H2

ctgθ .

Po zapisaniu tego wyniku w postaci
√

1 −H2 sinϕ0 sin θ cosϕ−
√

1 −H2 cosϕ0 sin θ sinϕ−H cos θ = 0 ,

widać (bo x = R sin θ cosϕ itd.), że punkty leża֒ce na ekstremali spe laniaja֒ równanie

x
√

1 −H2 sinϕ0 − y
√

1 −H2 cosϕ0 − z H = 0 .

Jest to w laśnie równanie p laszczyzny przechodza֒cej przez środek sfery. Sta le ϕ0 i H trzeba
tak dobrać, by ekstremala przechodzi la przez dwa zadane punkty.
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