MECHANIKA KLASYCZNA CWICZENIA

Zadanie 7.x

Wyznaczy¢ ksztalt taricucha (o bardzo krotkich ogniwach albo nierozciagliwej jednorodnej
liny) o dlugosci L i stalej gestosci p masy na jednostke dlugosci umocowanego swoimi
koricami w dwoch réznych punktach A i B nad ziemia i swobodnie zwisajacego (bez
dotykania ziemi) w polu sity ciezkosci g.

Rozwigzanie

Wprowadzmy uktad odniesienia o osi z skierowanej do gory i osi = skierowanej poziomo
wzdtuz kierunku wyznaczanego przez punkty A i B zaczepienia koncéw tancucha. W
jednorodnym i stalym polu grawitacyjnym g = —ge, taricuch przybiera ksztatt minima-
lizujacy jego energie potencjalng E (przyjmujemy, ze tancuch wisi juz nieruchomo). Jest

ona dana catka
B
E= / ds gpz ,
A

w ktorej ds jest elementem dlugosci, a z wysokoscia w stosunku do (dowolnie wybra-
nego) poziomu, na ktorej znajduje sie infinitezymalny fragment tancucha o dtugosci ds.
Jest wiec to funkcjonal E[y] zalezny od krzywej v jaka tworzy tancuch. Jesli krzywa te
sparametryzujemy zmienng z, otrzymamy

Emzwf%mw1+wmﬂ

TA

Szukamy zatem krzywej bedacej minumum tego funkcjonatu, albo - bo state g i p nie maja
wplywu na to, jaki ksztalt taricucha jest optymalny - funkcjonatu (réwniez oznaczonego

E)

E[] = /dexz(x) 1+ (2/(x))2.

TA

Poniewaz jednak dtugos¢ tancucha jest niezmienna, minimum tego musimy szukaé¢ w
klasie krzywych ~ o ustalonej dtugosci, czyli takich, ze drugi funkcjonal L[]

Lb)= [ e VTF R,

spelnia warunek! L[y] = L.
W takiej sytuacji wprowadzamy (staly) mnoznik Lagrange’a A i szukamy ekstremum
pomocniczego funkcjonatu E[y] = E[y] — AL[y], czyli

E}] = /de:)sz(x)\/ 1+ (2(x))? = /dea:g(z,z’).

'Mamy nadzieje, ze czytelnik zdota odrézni¢ funkcjonal L[y] od konkretnej liczby L.
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Poniewaz funkcja podcatkowa nie zalezy jawnie od zmiennej z, catka pierwsza réwnania
Eulera - Lagrange’a wyznaczajacego krzywa bedaca ekstremum E[7] jest “hamiltonian”,
tj. wielkos¢

0E ~
Za_z _5
Zatem
S\ W)
1+ (2)2

gdzie C jest stala. Wywikltujac stad 2z’ otrzymujemy

dz 2=\’
ton(222)

(Znak =+ jest znakiem pochodnej 2/, ktory moze zmieniaé¢ sie wzdtuz krzywej odpowiada-
jacej konkretnej stalej C. Jest mniej wiecej jasne, ze tak wtasnie tu bedzie - od punktu A
tanicuch bedzie najpierw opadac, a potem wznosi¢ sie do punktu B.) Rozdzielajac zmienne,
i dokonujac podstawienia u = (z — A)/C sprowadzamy problem do calki

/d:c—:l:C/W

Standardowe podstawienie u = chf daje jako wynik caltki po prawej stronie archu i osta-
tecznie otrzymujemy

z—=A T — To : ) B T — T
& —ch< & ), lub, inaczej, z(x)—)\—i-C'ch( & )

Poniewaz ch jest funkcja parzysta, znak + znika.

W rozwigzaniu wystepuja trzy stale dowolne: xy, C' oraz mnoznik Lagrange’a A. Trzeba
je dobraé¢ tak, by krzywa dana powyzszym roéwnaniem przechodzita przez punkty A i B
(dwa warunki) oraz by dtugos¢ taricucha byta rowna L (tzn. by odleglosé od punktu A do
punktu B liczona wzdtuz otrzymanej krzywej byta rowna L). Ten ostatni warunek mozn
teraz napisa¢ jawnie, obliczajac catke:

B 2 — X o B T — 2o

/xA da:\/1+sh< c )—/xAdxch< c )
_ Ta—w\ _ g (2=
_c[sh( - ) sh( - )}

Jest od razu jasne (co od poczatku powinno by¢ oczywiste, ze aby problem mial rozwia-
zanie, dlugos¢ L tancucha musi byé¢ nie mniejsza niz rp — x4, bo wartosé¢ powyzszej calki
jest wieksza niz xp — x4 (funkcja ch jest zawsze wiaeksza niz 1). Przyjmujac (bez straty
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ogolnosci), ze x4 = —b, a xp = b oraz, ze z(x4) = ha = 0 (poziom zerowy wybieramy na
wysokosci zawieszenia jednego z konicow taricucha), a z(xp) = hp mozemy warunki, ktore
trzeba spetni¢ zapisa¢ w postaci

- —b—xg
?_Ch<T)’
hg — A b— xg
=ch
C ( C )

L_ —b—xo b—SL’O
L) ().

Fizycznie rzecz biorac, jesli tylko L > (xp — x4) = 2b, warunki te powinny mie¢ rozwia-
zanie. W ogo6lnym przypadku dowolnego hpg jest jednak niemozliwe ich spelnienie anali-
tyczne. Dlatego ograniczymy sie do rozpatrzenia przypadku z hp = 0 (oba korice tanicucha
zaczepione na tej samej wysokosci. Jest wtedy jasne, ze stala xg = 0 i dwa pierwsze wa-
runki redukuja si¢ do jednego, a w ostatnim warunku z uwagi na nieparzystos¢ funkcji sh,
dwa cztony po prawej stronie sg identyczne. Bez straty ogolno$ci mozna tez potozy¢ b = 1
(tzn. przyjac b za jednostke dhugosci). Wreszcie wygodnie bedzie wprowadzi¢c C' = 1/C.
Warunki, ktore trzeba spetni¢ przybiorg woéwczas postac

~\C = chC,
LC =2shC.

Drugi z nich wyznacza stala C (czyli C), a nastepnie pierwszy wyznacza mnoznik .
Weiaz sa one trudne do analitycznego rozwigzania, ale tatwo je przeanalizowaé¢ w dwdoch
skrajnych przypadkach: L 2 2 (tzn. L 2 2b) i L > 2 (tzn. L > 2b).

Rozwiazanie drugiego warunku sprowadza sie do znalezienia odcietej (tak to sie chyba
za cara Mikolaja II - jednego z ghupszych caréw - nazywalo) punktu przecigcia wykresu
fukeji 2sh C z prosta L C o nachyleniu L (poniewaz w C' = 0 nachylenie fukeji 2sh C jest
rowne 2, te dwie krzywe przecinaja sie tylko, gdy L > 2, co juz bylo przedyskutowane).
Jest tez jasne, ze gdy L > 2, krzywe te przecinaja sie blisko poczatku wykresu, tzn. C' 2 0.
Doktadniej, rozwijajac funkcje sh otrzymujemy pierwszy warunek w postaci

_ -1 -
ch20+503+...,

skad C' ~ +/3(L — 2). Rozwiazaniem pierwszego warunku jest wtedy A ~ —1/C, bo
kosinus hiperboliczny jest niemal réwny 1. Znéw doktadniej, rozwijajac funkcje ch

. 1 -, . 1 -

—)\C:1+§C’ +...,  czyli A=-— 50

Qzl =

Ksztalt tanicucha jest wtedy dany wzorem

1
2

-1 ~ 1~ 1~
C+—ch(C:c)%—§C’+§Cx2.

2(z) ~ —=

Qi —
Qe



Zgodnie z oczekiwaniem, tanicuch tworzy miedzy punktami A i B linie niemal prosta z
matym tylko ugieciem posrodku (tj. przy =z = 0).

Gdy L > 2 (tzn. L > 2b), rozwigzniem drugiego warunku jest C' > 1. Wtedy jednak
shC ~chC wiec, wykorzystujac drugi warunek w pierwszym, znajdujemy ze \ &~ —L/2
i ksztalt taricucha zadaje wzor

L 1 L hC
z(z)z—§+50h0z:—§ (1_Cchc~’>’

(druga postaé¢ wzoru wynika natychmiast z warunku z(1) = 0). Poniewaz ch C' > 1, przy
x = 0 taricuch schodzi, zgodnie z oczekiwaniem, niemal do z = —L/2.



5. SILY REAKCJI

Zadanie 6.2

Na ptaskiej powierzchni stotu lezy klin o masie M, kacie nachylenia « i wysokosci gornej
krawedzi h. Po klinie, wskutek dziatania skierowanego pionowo w dét pola grawitacyjnego
g, moze zsuwaé sie klocek o masie m. Pomiedzy klockiem a klinem wystepuje sita tarcia
dynamicznego réwna co do wartosci sile nacisku klocka na na klin razy wspotczynnik ;.
Podobna sita tarcia, o wspoétczynniku ps wystepuje pomiedzy klinem a stotem. Postugujac
sie rownaniami Newtona z wigzami znalez¢ sity reakeji pomiedzy klinem a klockiem oraz
pomiedzy klinem a stolem w sytuacji, gdy klocek zaczyna zsuwac si¢ z klina. Znalezé
jawne wzory na sily reakcji i przyspieszenia, gdy p; = po = 0.

Rozwigzanie

Jesli 0§ z jest skierowana do gory, o§ x w prawo, a géorna krawedz klina jest na prawo od
jego najnizszego punktu to oznaczajac wspotrzedne klina (X, Z), a te klocka (z, z) (zob.
rysunek 1), to otrzymujemy nastepujace dwa réwnania wiezow:>

H(X, Zx,z) =2+ (X —a)tga—Z —h =0,
fo(X, Z,2,2)=Z =0.
Pierwsze wyraza fakt, ze klocek lezy na powierzchni klina, a drugie, fakt, ze klin lezy

na stole. Rownaniami Lagrange’a I-go rodzaju (czyli po prostu réwnaniami Newtona z
uwzglednionymi sitami reakcji i rownaniami wiezoéw) sa

MX = Atga — s\ — Safla Mg,
MZ:—MQ—)\l —sl,ul)\ltgoz+ )\2,
max = —Altga—l—slul)\l,

mz = —mg+ \ + s1p1 A tga,

uzupelnione o réwnania fi(x,z, X, Z) = 01 fo(x,2,X,Z) = 0. Aby napisa¢ sily tarcia,
napisaliSmy tu po prostu wektory prostopadte do wektoréow sit reakcji stosujac zwykty
trick polegajacy na zamianie miejscami sktadowych wektora sity reakcji i zmianie znaku
jednej z nich. s; i s9 sa znakami zwigzanymi z kierunkami predkosci. Sity tarcia zostaly
zapisane tak, ze s; = sy = +1, gdy klocek zsuwa sie z klina (klocek jedzie w lewo, a klin
w prawo). W ogolnosci jednak, w chwili ¢ = 0 klin moze mie¢ (gdy warunki poczatkowe
sa odpowiednio dobrane) predkosé V' (o dowolnym znaku) wzgledem stoltu, a klocek tez
moze mie¢ dowolna predkosé v wzgledem klina (o znaku sity tarcia decyduje wzgledna
predkosé stykajacych sie powierzchni klina i klocka). Dalej przyjmujemy, Ze ruch jest taki,
iz S§1 = S9 = +1.

Aby rozwiaza¢ te réwnania (znalezé sily reakcji) wyznaczamy z drugiego réwnania

Ao algebraicznie (bo z fo = Z = 0 wynika tez, ze Z = 0) i wstawiamy do pierwszego.

2Pierwsze z nich otrzymujemy nastepujaco: wspotrzedne klocka (z, z) musza spelniaé¢ réwnanie prostej
ktora stanowi powierzchnia klina; zatem z = xtga + C; stala C ustalamy zadajac, by punkt (X, Z + h)
(tj. najwyzszy punkt klina) tez lezal na tej tej proste;j.



Nastepnie dwakroé¢ rézniczkujemy po czasie f; = 0 uzyskujac zwiazek

2= (- X)tga,

do ktorego podstawiamy nastepnie drugie pochodne z, z i X z wypisanych wyzej rownan
Newtona. Daje to réwnanie

M

L mtga)us| tear,

g+ 2 = (22 g — 2 (tga— ) + g +
m m M ! 2

z ktorego mozna wyznaczyé ;. Majac A\; obliczamy A; i majac juz jawne prawe strony

rownan Newtona calkujemy je, by znalezé¢ X (t), z(t) i 2(t).

Poniewaz w ogolnym przypadku gy # 01 ug # 0 wzory s mato przejrzyste, podamy
wzOr na A\; i przyspieszenia, w sytuacji, gdy g1 = o = 0. Mnozniki Ay i Ag (sity reakeji)
nie zalezg wtedy od kierunku ruchu klocka i klina:

myg

>\121+(1+%)tg2a’ Az = Mg = A

. -

A

A\

z X

Rysunek 1: Klocek zsuwajacy si¢ z szorstkiego klina, ktory moze przesuwac sie po szorst-
kim podtozu. Definicje zmiennych.

Wstawienie \; do wzoru na X daje

. m .. mg tgo mg sin o cos o
M M+ (M+m)tg°a M +msin®«

Wida¢, ze X = 0, gdy a = 0 (klocek lezy na plaskiej powierzchni) lub, gdy o = 7/2
(klocek spada po pionowej $cianie). Poza tym, X — 0, gdy m/M — 0 (pchla zjezdzajaca
na nartach po zadzie stonia, nie powoduje zauwazalnego przemieszczenia Trabalskiego,
nawet gdyby stal on na lodzie na tyzwach). Wreszcie?

A1 g(m + M) sin®

é:— _— = —
g m M + msin® a

Nalezy tu zauwazyc, ze wyprowadzajac ogolne rownania (uwzgledniajace sily tarcia)
najprerw obliczylismy gradienty réwnan wiezéw, a dopiero potem wykorzystywaliSmy te

3Dobrze jest sprawdzié, ze ten jest to to samo, co (¥ — X)tga.
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rownania. Powstaje wiec pytanie, co by byto, gdyby przed obliczaniem gradientow wziac
zamiast podanych rownan wiezow ich kombinacje liniowe? Np. mozna by bylo dodaé
drugie réwnanie do pierwszego, skutkiem czego w pierwszym nie wystepowataby zmienna
Z. Mozna tatwo sprawdzié¢, ze przy niewystepowaniu sit tarcia konicowe wzory na &, Z i
X bylyby niezmienione (cho¢ zmienityby sie koncowe wyrazenia na A\; i \y). Jednak po
takiej zmianie réwnan wiezéw nie otrzymaliby$my w pierwotnym réwnaniu na Z WyTrazow
proporcjonalnych do A, a zatem nie moglibysmy uwzgledni¢ wpltywu tarcia miedzy klinem
i klockiem na ruch klina. Gdy wystepuja sity tarcia wybor rownan wiezéw musi byé wiec
zgodny z fizycznymi oczekiwaniami, co do sil reakcji (brzmi to enigmatycznie, ale nie
wiem, czy mozna to jako$ Scislej ujac).



Zadanie 6.3

Punkt materialny o masie m moze poruszac si¢ po wewnetrznej stronie ustawionej pio-
nowo (tj. tak, ze jedna z jej srednic jest rownoleglta do ziemskiego pola grawitacyjnego g)
nieruchomej obreczy o promieniu R (zob. rysunek 2). Pomijajac tarcie napisa¢ rownania
ruchu uwzgledniajace site reakcji wiezow. Traktujac te wiezy jak jednostronne, znalezé
zaleznosé sity ich reakcji od polozenia punktu na obreczy, jesli w najnizszym potozeniu
punkt mial liniowa predkos¢ vy. Jaka musi by¢ minimalna predkosé vy aby punkt nigdy
nie oderwal sie od toru? Znalezé ruch i jego czesto$é¢ w przyblizeniu matych wychylen z
potozenia réwnowagi. W przypadku, gdy catkowita energia jest akurat wystarczajaca do
osiagniecia przez mase m najwyzszego punktu toru, znalezé zaleznosé jej polozenia na
obreczy od czasu. (Czy jednostronne wiezy pozwola mu osiggnaé¢ ten punkt?) Rozpatrzy¢
takze przypadek, gdy masa m porusza si¢ bez tarcia po zewnetrznej stronie obreczy i zna-
lez¢ punkt, w ktorym puszezona swobodnie (z zerowa predkoscia) z najwyzszego punktu
obreczy oderwie sie ona od niej.

Rozwigzanie

Wybierzmy uktad biegunowy tak, by kat ¢ = 0 odpowiadal najnizszemu potozeniu punktu
na obreczy, tj. tak, ze o$ z jest skierowana w dol, a 0§ y w prawo (zob. rysunek 2). Kat ¢
rosnie wtedy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Pola cigzenia rozpisane
na wersory e, i e, ma wtedy postac

g=e€.gcosp—e,gsinp.

W uktadzie biegunowym réwnanie wiezéw ma trywialng postac

f(ryo)=r—R=0.
Zatem rownania Newtona uwzgledniajace site reakcji maja postac

m (¥ —r¢?) =mgcosp+ A,
m(2ro+rP)=—mgsiny.

Po wykorzystaniu wiezéw upraszczaja sie one do

—mRp* =mg cosp+ X,
mRy = —mgsing.

Poniewaz réwnanie wiezow zostato juz w nich uwzglednione, stanowia one kompletny
uktad rownan wyznaczajacych ruch masy m i czynnik A (i tym samym site reakcji). W
przypadku, gdy nie wystepuje tarcie, mozna skorzystaé¢ z zachowania energii mechanicz-
nej (sita reakeji bedac stale prostopadla do przesuniecia masy m, nie wykonuje pracy).
Przyjmujac, ze energia potencjalna réwna sie zeru w najnizszym punkcie obreczy, mamy*

1
im(Rgb)2+ng(1—cosgp):E.

4To samo mozna oczywiscie otrzymaé z drugiego réwnania Newtona mnozac je obustronnie przez R
i zwijajac do pelnej pochodnej kazda z jego stron.




Stad

o 2E— 2mgR(1 — cos p)
7 mR?

Wstawiajac to do radialnego réwnania Newtona znajdujemy, ze

2F
A= = + 2mg — 3mg cos ¢

1

Jesli w najnizszym punkcie obreczy masa m ma predkosé vy, czyli, gdy £ = §mvg,

2

A= —% + 2mg — 3mg cos ¢ .

W najnizszym punkcie obreczy (¢ = 0) sita reakcji (jest ona rowna po prostu A) jest
ujemna i rowna co do wartosci ciezarowi masy m zwickszonemu o site odsrodkowa:

2
)\:—%—mg.

Rysunek 2: Masa m §lizgajaca sie po wewnetrznej powierzchni gtadkiej obreczy.
Aby masa m sie nie oderwata, A\ nie moze zmieni¢ znaku (punkt oderwania jest tam,
gdzie A = 0, tj. tam, gdzie znika sila reakcji) dla zadnego kata . Naktada to warunek
mu?
TR + 2mg — 3mgcosp < 0,

co dla wszystkich katéw ¢ zachodzi, jesli
vg > bgR.

Ten sam wynik mozna takze dosta¢ z zadania, by w najwyzszym punkcie toru (¢ = 7)
sita odsrodkowa byta wciaz wieksza niz sita ciazenia, tj. zadajac, by
mv?(o =)

>mg.
R g
I[stotnie: z zasady zachowania energii

1 1
§mv2(go =)+ 2mgR = 5 muvg



znajdujemy, ze mv?(p = m) = mvg — 4mgR, a stad nieréwnosé
mvo dmgR > mgR,

prowadzi to do tego samego warunku na vy, co uzyskany poprzednio.

Zaleznos¢ od czasu kata ¢ mozna otrzymaé¢ z zachowania energii. Po rozdzieleniu
zmiennych daje ono zwiazek

t @(t)
\/ 22/dt:i/ de .
mhi? J ¢o VE—mgR(1 — cos )

Jesli wychylenia masy m z polozenia ¢ = 0 sa niewielkie, mozna w funkcji podcatkowe;j
po prawej rozwinac cosinus:

2 (t —to) / —Q/Larccos ”m_gR
mR? 0 \/7 20 \/ ~ \VmgR oE T

ng/2E>

czyli

PO o(t) = cos( ([ %t - 1))
2F R

Daje to ruch harmoniczny o czestoéci w? = ¢g/R i amplitudzie A = /2E/mgR =
/2FE /mgRw?, jak nalezalo sie spodziewac.

7 kolei, gdy masa m ma w najnizszym punkcie obreczy energie akurat rowna E =

2mgR, zalezno$é polozenia od czasu daje sie otrzymaé z calki (zakladamy, ze masa m
przemieszcza sie po obreczy w prawo, czyli ze ¢ > 0, oraz ze ¢(0) = 0)

\ — /dt / [ 2 /2‘0“ d(p/2)
mR? \/ng 1 + cos p) mgR cos(/2)

Calka jest wykonalna i daje

co po rozwiklaniu wzgledem ¢ prowadzi do wzoru

@(t) = 2arcsin(thwt) .
Ze wzoru widaé, ze gdyby wiezy byly dwustronne (masa m nie mogta oderwaé sie od

obreczy), najwyzszy punkt obreczy, ¢ = m, bylby osiagany po nieskoniczonym czasie. Jesli
jednak wiezy sa jednostronne masa m oderwie sie od obreczy wczesniej, gdyz wartos$é
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v = 4gR jest mniejsza od znalezione] wezesniej najmniejszej predkosci umozliwiajace]
osiggniecie najwyzszego punktu obreczy przy wiezach jednostronnych.

W przypadku, gdy punkt zsuwa sie po zewnetrznej stronie obreczy z jej najwyzszego
punktu bez predkosci poczatkowej, pelna energia F ruchu jest rowna E = 2mgR i zalez-
nosé¢ A (sity reakcji) od kata ¢ jest dana wzorem

A= —2mg — 3mgcos .

Oderwanie sie masy m nastapi wtedy, gdy cosp = —2/3.

11



5. ROWNANIA NEWTONA W UKLADACH NIEINERCJALNYCH

Przypomnienie:

Dwaj obserwatorzy z ukladéw odniesienia O i O’ charakteryzuja zmienno$é w czasie
wektorow r(t) i r'(t) polozenia punktu P (zob. lewy rysunek 3). Wektory te spetniaja
oczywista rownosé (ktora, jak kazda rownosé wektorowa, mozna rozpisa¢ na sktadowe w
dowolnym uktadzie odniesienia, czyli np. w O lub w ).

r(t) =ro(t) + r'(t),

gdzie ro(t) jest (zmieniajacym sie z czasem) wektorem taczacym poczatki uktadow O i
O'. Poniewaz jest to réowno$é¢ dwoch wektorow, wiec zachodzi takze zwiazek

dr(t)  dro(t) N dr'(t)
dt — dt dt

Oczywiscie dr(t)/dt = v(t) jest wektorem predkosci punktu P mierzonej przez obserwa-
tora w . Jedli jednak widziany z O uklad O’ obraca sie wokol osi przechodzacej przez
jego poczatek z predkoscia katowa w, wektor dr’(t)/dt nie jest tozsamy z wektorem v’
predkosci mierzonej w (0. Aby to sobie uzmystowié¢ wystarczy rozpatrzy¢ przypadek, gdy
punkt P pozostaje w ustalonym potozeniu wzgledem O': mimo iz wtedy v/ = 0, pochodna
dr'(t)/dt # 0, gdyz widziany z O wektor r’ zmienia sie wraz z obrotem calego uktadu O'.

Rozpatrujac infinitezymalne zmiany wektoréw zachodzace w infinitezymalnym od-
cinku czasu dt mozemy napisa¢ rownoscé:

dr = drg + d'v' + (dr'),e; -

d'r’ jest zmiana wektora r’ widziana przez obserwatora w (O’ (ktéry uwaza, ze osie jego
uktadu si¢ nie zmieniaja; wobec tego d'r’ = 0, wtedy gdy punkt P nie zmienia poltozenia
wzgledem '), wektor zas (dr’),o jest wlasnie zmiana r’ widziang z O, uwarunkowana w
caltosci obrotem O’ wzgledem O. Zmiana ta jest, jak tatwo zrozumie¢, rowna

(dr/)rot = d9 X r/,

gdzie d@ jest wektorem reprezentujacym infinitezymalny obrét o kat df uktadu O’ wzgle-
dem O w przedziale czasu dt (zatem d@ = wdt). Wektor ten ma kierunek chwilowej osi
obrotu. Otrzymujemy zatem wniosek, ze gdy uktad O obraca sie wzgledem O wokol osi
przechodzacej przez jego poczatek

dr  drg dr’

— = xr.
& at T Terr

Powyzszy wzor pozostaje prawdziwy, nawet jesli o§ wokot ktorej obraca sie uktad O’
nie przechodzi przez jego poczatek. Aby sie o tym przekonaé¢ wprowadzamy pomocniczy
uktad O” o poczatku lezacym na osi, wokol ktorej obraca sie (O’ i osiach stale rownolegtych
do odpowiadajacych im osi uktadu O’ (zob. prawy rysunek 3). Mamy wtedy wektorowy
zwigzek

/" 1"
r=ry+r,
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Rysunek 3: Lewy rysunek: Uktady odniesienia O i O'. Z punktu widzenia obserwatora
w ukladzie O uktad O’ obraca sie wokol osi (zaznaczonej linia przerywana) z predko-
Scig katowa w. Obaj obserwatorzy: w O i (O’ charakteryzuja zmienno$¢ w czasie wektora
polozenia punktu P odpowiednio wektorami r, dr/dt, d°r/dt* oraz ', d'v'/dt, d*r'/dt>.
Prawy rysunek: Pomocniczy uktad O” wprowadzany w sytuacji, gdy uktad O obraca sie
wokol osi nieprzechodzacej przez jego poczatek. (Dla przejrzystosci, wektory r i r/, takie
same, jak na lewym rysunku, nie zostaly tu uwidocznione).

gdzie r” jest wektorem wodzacym punktu P w ukladzie O”. Wobec tego, zgodnie z po-
przednim rozumowaniem mozemy napisac

dr =dry +d"'v" +df x r".
Wykorzystujemy nastepnie rownosé r” = rj +r':
dr =dry +d"(vi+1') +dO x v+ dO x r'.
Poniewaz jednak uktady O” i O sa ze soba na sztywno zwiazane, d"r{ = 0 (wektor
r, widziany z uktadu O” nie zmienia si¢). Co wigcej, d"r’ = d'r’, gdyz osie 0" 1 O’ sa
nawzajem do siebie stale réwnolegle i zmiana wektora r’ widziana z obu tych ukladow
jest takim samym wektorem. Wreszcie, wyraz d@ x r{, po dodaniu do dr{ daje po prostu
przesuniecie wzgledem O poczatku uktadu O, czyli dry. Otrzymujemy zatem ponownie

ten sam wzor, ktory mozna takze zapisa¢ jako (Vy, jest predkoscia ruchu postepowego O’
mierzona w O)

v=V,+Vv +wxr.

Z tych rozwazan wynika tez nastepujacy wniosek. Jesli wektor b taczy punkt P; (o
wektorach wodzacych ry i r] wzgledem odpowiedno O i ') z punktem P, (o wektorach
wodzacych ry i rh), czyli jesli b = ry — ry = r, — r}, to odejmujac stronami wzory laczace
ze sobg pochodne w obu uktadach otrzymamy wazny wzor (por. Zadanie 0.7)

db d'b
dt — dt

Wzor wiazacy ze soba przyspieszenia punktu P mierzone w obu uktadach dostajemy
wykorzystujac powyzszy zwiazek (wyrazy w nawiasach sa pochodnymi d/dt):

dv  dVy (d’v’ ,) dw (d’r’ ,)
a= = + FwXVvV |+—Xr +wX +wXr

+wxb.

4t dt dt dt dt
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Eatr—i-a/—i—dd—(:: Xr'+2wx v +wX (wxr').
Zgodnie ze wzorem wiazacym pochodne dowolnego wektora b obliczane w uktadach ob-
racajacych sie jeden wzgledem drugiego z predkoscia katowa w, dw/dt = d'w/dt.

Wazne jest takze, by zdawaé sobie sprawe z tego, ze powyzsze zwiazki miedzy pochod-
nymi wektoréw sa stuszne dla dowolnych dwu ukladow O i O'. W szczegdlnosci zaden z
nich nie musi by¢ uktadem inercjalnym. Jesli jednak uktad O jest uktadem inercjalnym,
to zwykte prawo Newtona (tj. rownanie ma = F) obowiazuje tylko w tym uktadzie. W
uktadzie O, ktory jest wtedy (z koniecznosci, jesli w # 0) uktadem nieinercjalnym, mozna
jednak stosowac¢ “prawo Newtona” zmodyfikowane o fikcyjne “sity bezwladnosci™

dw
ma’:F—m(atr—l—E><r’+2w><v’+w><(w><r/)).
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Zadanie 5.1

Dany jest zmieniajacy sie z czasem wektor b(t). Powiaza¢ jego pochodne obliczone w
dwu réznych uktadach odniesienia O i O'. Uklady te majg wspolny poczatek i obracaja
sie wzgledem siebie wokot wspolnej osi z = 2/. Kat jaki tworzy o$ 2’ uktadu O’ z osig x
uktadu O jest pewna funkcja czasu p(t).

Uwaga: Zaden z tych uktadéw nie jest wyrézniony. W szczegélnosci zaden z nich nie musi
by¢ uktadem inercjalnym.

Rozwigzanie
Jesli dane sa dwa rozne uktady odniesienia O i O, to dowolny wektor b mozna rozpisac
na wersory i jednego i drugiego uktadu:

b = e,b, +e,b, +e.b, = €V, + e, b, +e.l..

Wiedzac, ze wersory obu ukladow sa ze soba powiazane wzorami
e, = €, cos p(t) — e, sin (1),
/

e, = e, sin p(t) + €, cos p(t)

ie, =e, (wzory te latwo sprawdzi¢ robiac odpowiedni rysunek i rozpatrujac przypadki,
gdy ¢ =01 ¢ = 7/2) mozna tez napisac

b = [b, cos p(t) + b, sin@(t)] €, + [~b, sin p(t) + b, cos p(t)] e, + b.e€, .

Oznacza to po prostu, ze b, = b, cosp(t) + b, sinp(t), a b, = —by sin p(t) + by cos ¢(t).
Pochodna wektora b obliczona w uktadzie O

db . . .
T = e,b, +e,b, +e.b,,

(obserwator w O, rézniczkujac wektor, uwaza, ze osie e; nie zmieniaja sie z czasem), ktora
jest pewnym wektorem, rowniez mozna rozpisa¢ na wersory uktadu @', otrzymujac

% — [by cos @(t) + by sin @(t)] €], + [—by sin (t) + b, cos ¢ (t)] e, + b.e. .

Jesli jednak obliczymy pochodng wektora b w ukladzie @', to otrzymamy
d'b . . .
db

=+ w[—by sin p(t) + by cos (t)] €, + wl[—bs cos p(t) — by sinp(t)] e, .

Dodatkowe wyrazy proporcjonalne do w = ¢(t) biora sie stad, ze w uktadzie O, oprocz
zmiennosci z czasem sktadowych wektora b w bazie e;, uwzgledniona jest takze zmiana
wektora b spowodowana tym, ze same wersory e; obracaja sie wzgledem uktadu O’ (ob-
serwator w O’ uwaza, ze to jego osie €, sa nieruchome!). Wprowadzajac wektor predkosci
katowe] w = we, = we, mozna sprawdzi¢, ze dodatkowe wyrazy daja sie¢ zapisa¢ jako
—w X b. Stad

db db db db

%_E—wxb lub E:%‘l'WXll
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Zadanie 5.2

Z wiezy o wysokoéci h = 125 m stojacej na rowniku spuszczono swobodnie kamient o masie
m. Jak daleko upadnie on od podstawy wiezy? Pomina¢ wszystkie mozliwe sity oporu.
Rozwiaza¢ ten problem w ukladzie zwiazanym z Ziemia oraz w ukladzie inercjalnym, w
ktorym Ziemia (wraz z wieza) si¢ obraca.

Rozwigzanie
W uktadzie obracajacym sie wraz z Ziemia, ktérego poczatek umieszczamy u podstawy
wiezy, o§ z kierujemy “w niebo”, a 0§ x na wschod, rownanie “Newtona”, ktore trzeba
rozwiaza¢ z warunkiem poczatkowym r(0) = e,h, r(0) = v(0) = 0, ma postac:®
d*r
m—— =mg — 2mwxXv — mw X (wXxr).
dt?
W przyjetym uktadzie odniesienia w = e w. Poniewaz czas s, spadku kamienia, czyli czas
trwania ruchu, nie moze si¢ wiele rézni¢ od danego “szkolnym wzorem” ¢y, = /2h/g, wiec
W powyzszym rownaniu ostatni wyraz daje male efekty (drugiego rzedu w matej wielkosci
wtsp, < 1) 1 mozna go pominaé¢. Rozwiazujemy zatem réwnanie
& 2 X
m—— = mg — 2mwxv
dt2 g Y

ktore rozpisane na sktadowe daje

T = —2wz,
y = 0,
= 2wr—g.

Srodkowe z tych rownan jest trywialne i, uwzgledniajac warunki poczatkowe, daje y(t) =
0. Z kolei catkujac stronami pierwsze z tych réwnan i dobierajac staty catkowania tak, by
dla t = 0, tj. wtedy, gdy z(0) = h, byto #(0) = 0, znajdujemy

T =2w(h—2z).
Wstawiajac tak wyrazone & do trzeciego réwnania otrzymujemy

5 =—g+4w?(h—2).

Poniewaz zdecydowali$my si¢ pomija¢ wyrazy z w?, rozwiazanie tego rownania da z(t) =
h — % gt?, jak w szkole. Stad widzimy, ze rzeczywiscie z dokladnoscig do efektéw liniowych
w w (a przy pominieciu efektéw kwadratowych), czas spadku wyznaczony przez z(ts,) = 0,

jest rowny ts, = \/2h/g. Wykorzystujac znalezione z(t) w réwnaniu na x(t)

i =2w(h—2) =wgt?,

[ . . L, . . . . . . .
°Oznaczanie wielkosci w ukladzie nieinercjalnym symbolami z primem zostalo tu zarzucone.
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po scatkowaniu otrzymujemy

1
x(t) = ggwt?’.

Odchylenie d kamienia od podstawy wiezy wynosi zatem

1 2h [2h
d=z(tsyp) = ggw?H? =0,5cm.

Poniewaz d > 0, kamieri odchyla sie w kierunku wschodnim, a nie, jak by mozna oczekiwaé
na podstawie naiwnego rozumowania, ze w trakcie lotu kamienia, to raczej Ziemia z wieza

na niej obroéci sie na Wschod.

Ten na pierwszy rzut oka dziwny wynik mozna lepiej rozumie¢ rozpatrujac ruch w
uktadzie inercjalnym, w ktorym Ziemia z wiezg na niej si¢ obraca. Poniewaz ruch zachodzi
w plaszczyznie rownikowej, wygodnie jest wprowadzi¢ w tej ptaszczyznie uktad biegunowy
(r, ) tak, by w t = 0 wierzchotek wiezy (czyli kamienia) mial wspotrzednie (0) = R+ h,
gdzie R jest promieniem Ziemi (poczatek ukladu inercjalnego umieszczamy w $rodku
Ziemi, aby jej ruch obrotowy mial prosta postac), ¢(0) = 0. Rownanie Newtona rozpisane
w uktadzie biegunowym, ma, = F,, ma, = F, to dwa réwnania:

m(it —r¢?) = —mg

m(rg + 2r¢) = 0.

Drugie réwnanie, po pomnozeniu obu stron przez r, daje sie zwina¢ do®

dt

—(mr?p) =0, czyli mrip =L = const.,

i wyraza, jak latwo zrozumie¢, zachowanie z-owej sktadowej momentu pedu (poniewaz
jedyna dzialajaca na kamien w ukladzie inercjalnym sita jest centralna, moment pedu

5Innym sposobem dojscia do tego samego jest zapisanie tego réwnania w postaci

i scatkowanie go stronami

co daje

czyli mr2(t)p(t) = mr?(0)¢(0).
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kamienia jest stata ruchu; w ukladzie biegunowym, jawnie widoczna jest jednak tylko
statos¢ L, = L). Zatem z réwnania tego mozemy wyznaczy¢ ¢ i wstawi¢ do pierwszego:

Standardowym sposobem radzenia sobie z tym réwnaniem jest pomnozenie obu jego stron
przez 1 i zwiniecie do
d (1 n L? N 0
mr mgr | =0,
dt 2mr? g

czyli do réwnania wyrazajacego statos¢ catkowitej energii kamienia. Réwnanie to bedzie
badane w zadaniach dotyczacych ruchu w polu grawitacyjnym. Tu uproscimy sobie zada-
nie, przyjmujac, co znajdzie swoje uzasadnienie nizej, ze L? ~ w? i wobec tego, czlon ten
w réwaniu na r mozna pominaé¢. Po szkolnym scatkowaniu daje ono wtedy

r(t) = #(0) + #(0) — %gﬂ — (R4 h) - %gtz.

Stad, czas spadku, wyznaczony roéwnoscia r(ts,) = R, jest rowny, jak poprzednio tg, =

V2h/g.

Majac r(t) mozna znalezé¢ o(t):

(t) = ‘AL /
o= o mri(t')y  m R+h sgt?)?

Calke te mozna wyliczy¢ &cile, ale bylby to zbyteczny trud: poniewaz R + h > gt?
mozemy rozwinaé¢ funkcje podcatkowsa

I : i L T
t) = ——— dt' [ 1 = 4 -7 4
#(t) mm+hVA <+R nt ) MR+ 3mER+Rp T

Aby wyznaczyé L, zauwazamy, ze w chwili poczatkowej kamien znajdujacy sie na wierz-
cholku wiezy ma niezerowa predkosé w kierunku e, réwng (R+h)w. Zatem L = mr?(0)w =
m(R+ h)?w i

sp’

1
o(t) =wt + = “ gt®.

3R+h
Trzeba jednak pamiataé, ze w czasie, gdy kamien spadal z wiezy, jej podstawa obrocita
si¢ z wraz Ziemia o kat ¢z = wtg,. Biorac to pod uwage, odleglosé, w jakiej od wiezy
upadnie kamiert wynosi

1 Rw t3 1 3
N -gw
3R+ RT3

Wida¢ ze przyczynag odchylenia kamienia na Wschod jest naprawde to, ze w uktadzie
inercjalnym ma on w momencie rozpoczecia spadania wicksza predkosé w tymze kierunku,
niz podstawa wiezy.

d = R(p(tsp) = pz) =
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Zadanie 5.3

Stosujac rachunek zaburzenri (albo inaczej, zasade Banacha) poda¢ rozwiniecie ogolnego
rozwigzania r = r(t) rownania Newtona wyznaczajacego ruch punktu materialnego w
nieinercjalnym uktadzie odniesienia zwiazanym z powierzchnia Ziemi stuszne w przypadku
ruchow krotkotrwalych, w trakcie ktorych maltym pozostaje bezwymiarowy czynnik wt (w
jest tu predkoscia katowa obrotu Ziemi.

Rozwigzanie.
W przypadku ruchéw krotkotrwatych, o matym zasiegu, w ktorych |r'(¢)| < R (R jest tu
promieniem Ziemi), mozna ogélne rownanie

dw
ma/:mg—m(atr—|—%Xr/+2wxv/+wx(wxr/)> + Finne

(stuszne w dowolnym uktadzie nieinercjalnym) uprosci¢ do
ma' =mge — 2mwxv' + Fie,

poprzez wciagniecie w lokalne pole geg efektow przyspieszenia a, = w X (w x R) (w
ktorym R jest wektorem taczacym srodek Ziemi z poczatkiem uktadu nieinercjalnego na
jej powierzchni) i pominiecie pozostalych efektoéw przyspieszenia odsrodkowego reprezen-
towanych przez wyraz w X (w x r’). Pomina¢ tez mozna wyraz z pochodna w po czasie.
Jesli sily inne niz grawitacyjne nie wystepuja (tj. jesli Fine = 0) 1 jesli przyjmiemy,
ze w obszarze, w ktorym zachodzi ruch g.s jest stalym wektorem, do scatkowania jest
rownanie (pomijamy odtad primy)
dr(t)

d*r(t)

z warunkami poczatkowymi r(0) = ro, v(0) = vy, ktore raz catkuje sie natychmiast dajac

dr(t)
dt

= vo + et — 2w X (r(t) — 1) .

Jest to zwykte liniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu z niejednorodnodcia, przy
czym jednorodna jego cze$¢ jest postaci

d(r —rg)

7 =A-(r—rg).

(A jest tu macierza liniowego odwzorowania wektora w jego iloczyn wektorowy z wektorem
—2w). Mozna byloby je scatkowaé $cisle, rozwiazujac najpierw réwnanie jednorodne i
potem uzmienniajac stata. Otrzymane rozwigzanie bytoby jednak do$¢ skomplikowane
i uwzglednialoby takze wyrazy rzedu w?t?, w3t?, ktore, wobec pominiecia wyzej cztonu
odsrodkowego w X (w X r’) sa bez znaczenia (pominiete w réwnaniu wyrazy powoduja
efekty tego samego rzedu). Zamiast tego najwygodniej jest zastosowaé rachunek zaburzen.
Numerujemy wiec rozwigzania wedhug rzedéw oznaczajac rozwigzanie n-tego rzedu r (),
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i przyjmujac, ze r® () = ry (pierwszym przyblizeniem ruchu jest oczywiscie bezruch!).
Rozwiazanie (n + 1)-go rzedu znajdujemy rozwiazujac réwnanie

dr(n+1)(t)

7 = Vo + 8eit — 2w X (r(”) (t) —ro),

ktorego prawa strona jest juz jawng funkcja ¢, co umozliwia tatwe rozwiazanie go. Poniewaz
r((t) = ro, na rM(t) otrzymujemy réwnanie

dr(t)
dt

= Vo + Zesil
ktore oczywiscie daje

1
r(t) = ry + vot + 5gelcfz? .

7 kolei uzycie r™" (t) prowadzi do réwnania na r® (¢) postaci

dr®(t)
dt

= Vg + it — 2w X (r(l)(t) —1p)

:VQ‘I'gefft—QWXVOt—wxgefftz.

Po scatkowaniu otrzymujemy

1 1
I'(2) (t) =1+ Vol + §gegt2 — wit X (Vot + ggegtz) .

Przyblizenie r(t) ~ r®(t) jest juz wystarczajaco doktadne. Aby to zobaczy¢, znajdziemy
jeszcze r®)(t) calkujac réwnanie:

dr® ()
dt

1
= Vg + Zeit — 2w X vyt — wxgeﬂrt2 + 2wt X <wt X (vot + ggegt)) .

Otrzymujemy z niego

1 1 1 1
r®(t) = ro + vot + igeffﬁ —wt X (vot + ggcﬁt2) + 2wt X (wt X (gVot + Egoﬁt2)) .

Wida¢ wiec, ze w wyrazach pojawiajacych si¢ w rozwiazaniach kolejnych rzedéw wystepuja
coraz wyzsze potegi bezwymiarowego czynnika wt. Rachunek zaburzen daje wiec rozwinie-
cie pelnego rozwiazania, ktore mozna by byto uzyskaé¢ sposobem podanym wyzej) wedtug
poteg wt. Poniewaz w r®)(t) wystepuja wyrazy z (wt)?, a w samym rozwigzywanym réw-
naniu pominiety zostal czton z przyspieszeniem odsrodkowym bedacy tego wlasnie rzedu,
jest jasne, ze nalezy sie ograniczy¢ do rozwigzania r(z)(t).
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Rysunek 4: Po lewej: Wahadlo Foucault zawieszone nad obracajaca sie powierzchnia Ziemi
i wychylone w kierunku osi z. ¢ jest katem szerokosci geograficznej (zdefiniowanej nor-
malnie). Po prawej: Obrot uktadu wspotrzednych o kat 6.

Zadanie 5.7 (wahadlo Foucault, takie jak u U. Eco)

Znalez¢ w przyblizeniu matych wychylen od potozenia réwnowagi ruch wahadta (tj. ciezar-
ka) o masie m zawieszonego na (w przyblizeniu) niewazkiej i nierozciagliwej lince o dtu-
gosci ¢ nad punktem na powierzchni Ziemi znajdujacym sie na szerokosci geograficznej
©.

Rozwigzanie
Poniewaz ruch wahadla moze trwaé¢ dowolnie dtugo i bezwymiarowy czynnik wt nie musi
by¢ maty, nie mozna tu korzysta¢ z wyprowadzonego w Zadaniu 5.3 rozwiniecia rozwiaza-
nia wedtug poteg tego czynnika. Trzeba inaczej rozwiazaé¢ rownanie ruchu wahadta, ktore
w nieinercjalnym ukltadzie zwigzanym z obracajaca si¢ Ziemia ma postac’
2

m% :mg+T—2mwx% — mw X (wXr).
r jest tu wektorem potozenia ciezarka (wzgledem uktadu zwiazanego z powierzchnia Ziemi;
wyraz —mw X (w X R) jest wlaczony do g), a T jest sita nan dzialajaca ze strony linki.
Ostatni czlon po prawej stronie jak zwykle pominiemy, bo jest on proporcjonalny do w?.
Wybierajac uktad o poczatku w punkcie na Ziemi, nad ktérym zawieszono wahadto i
kierujac jego 0§ z w gore, a o§ x na poludnie mozemy jawnie rozpisaé sity. W obranym
uktadzie

e, e, e,
wXVv=w|—cose 0 sing|=—e,vwsing+ e,w(v,siny + v, cosy) — e,v,w cos .
Uy v, U,

W przyblizeniu matych odchylenn od pionu, czyli od potozenia réwnowagi, ruch mozna
przyblizy¢ przez ruch ptlaski, tj. przyja¢, ze z ~const i v, =~ 0. Bilans sit w sytuacji, w
ktorej y = 0, a  # 0 (wahadto wychylone doktadnie w kierunku na poltudnie) wyglada

"Wszystkie wielkogci sa obliczane w ukladzie nieinercjalnym wiec primy pomijamy.
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wtedy tak (zob. lewy Rysunek 4):

F>' = 2muyw, — T'sina,

F2'™ = 2muyw cos ¢ — mg + T cos .
Wprowadziliémy tu utatwiajace zapis oznaczenie
w, =wsinp.

Poniewaz zakladamy, ze z ~ const, wiec skladowa z-owa FJ"™ sumarycznej sity musi
znikaé. Stad,

T Mg~ 2mu,w cos ¢

cos v ’

a zatem
F' = 2muyw, — mg tga + 2muyw cos p tga .

Trzeci wyraz w F2"™ mozna pomina¢, gdyz, bedac (w przyjetym przyblizeniu matych
wychyleni) proporcjonalnym i do w i do tga < 1 jest on tu mala wielkoscia drugiego
rzedu. Ponadto w przyblizeniu matych wychylen, |a] < 1,

tga &~ sina =

7
Uogolniajac te rozwazania do sytuacji, gdy zaréwno z, jak i y sa niezerowe mozemy
wypisa¢ rownania wyznaczajace ruch ciezarka w plaszczyznie xy:

T + ng = 2wy,

§ 4+ wiy = —2w, .

Oznaczylismy tu wi = g/{. Najprosciej rozwiazuje si¢ te rownania przechodzac do zespo-
lonej zmiennej &€ = = 4 iy. W tej zmiennej staja sie one jednym jednorodnym réwnaniem
liniowym drugiego rzedu

£ + w2+ 2iw.£ = 0.
Szukamy rozwiazania w postaci £(t) = Ae*, co daje réwnanie charakterystyczne na A
~A 2w A +ws =0,

ktorego pierwiastkami sa Ay = —w, 0, gdzie Q = \/w? + w?2. Najogolniejsze rozwiazanie
ma zatem postac

@) = a(t) +iy(t) = e ™" (AL e + A_e™™).

Zanim obliczymy czesci rzeczywista i urojong prawej strony, dobrze jest sie zastanowic
nad czynnikiem e~®=t. Jesli £ = x + iy jest (zespolonym) polozeniem punktu w ukladzie
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xy, to, jak tatwo zobaczy¢ (zob. Rysunek 4), w uktadzie z'y’ obréconym wzgledem zy
przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara o kat 6, zespolonym polozeniem tego
punktu jest ¢ = ¢, Zatem w uktadzie, ktory obracalby sie w kierunku (na potkuli
poinocnej, gdzie sin ¢ > 0, czyli w, > 0) zgodnym z kierunkiem obrotu wskazowek zegara
ruch rzutu wahadta na ptaszczyzne bytby dany przez

)y =a'(t) +iy(t) = Ay ™ + A_ e

Wiadomo, ze torem w ukladzie tym jest w ogolnosci elipsa (zob. Zadanie 0.6), ktorej
ksztalt zalezy od statych AL = AL + iBy (skrajnymi przypadkami jest prosta i okrag).
W uktadzie zy zatem tor ten jako calos¢ obraca sie z predkoscia katowsg w, = wsiny -
maksymalng na biegunie i znikajaca na réwniku.

Zadanie 7.1

Znalez¢ lezacy catkowicie w plaszczyznie xy tor promienia $wiatta wpadajacego (od strony
ujemnych z-6w) w punkcie (z,y) = (0,0) pod katem ay w stosunku do osi x do osrodka,
w ktorym wspotezynnik zatamania zalezy od gtebokosci x jak n(x) = /1 + ax. Oprzeé
sie raz na prawie Snella, a drugi raz na zasadzie Fermata orzekajacej, ze promieri swiatla
miedzy dwoma punktami biegnie po takiej drodze, ze czas przelotu jest minimalny.
Przypomnienie: W osrodku o wspoétezynniku zatamania n predkosé swiatta (lokalna)
jest réwna c/n.

Rozwiazanie
Prawo Snella moéwi, ze przechodzac z osrodka 1 o (stalym) n; do drugiego osrodka 2 o ns
(rowniez stalym) promien $wiatta zatamuje sie w taki sposob, ze

N1 sin o = Ny sin @y,

gdzie a; 1 ay sa katami, jaki promien tworzy po dwu stronach z normalng do granicy
o$rodkéw. Aby to prawo zastosowaé¢ do osrodka, w ktorym n sie zmienia z x, trzeba
postuzy¢ sie rozumowaniem granicznym i podzieli¢ potptaszczyzne x > 0 na pasy o stalych
wspolezynnikach ng = 1 (dla z < 0), nq, ng, ng, itd. Do kazdej z powstalych w ten sposob
granic dwu o$rodkéw stosujemy prawo Snella: nq sina; = ngsinag = sinag, ngsinag =
ny sin a; = ng sin g, ng sin ag = ng sin ay, itd. Widaé, ze w takim przypadku po przejsciu
do granicy nieskonczenie gestego podziatu poétplaszczyzny > 0 na pasy otrzymamy

. ngsinag  sin ag
sina(z) =

Przerobienie sinusa a(x) na tangens da wiec rownanie toru w postaci

sin® a(x) sin ayg

1 —sin®a(z) Vn2(z) —sin® ag

dy(z)
dx

=tga(r) =

Y

bo a(x) jest dokladnie katem nachylenia krzywej y(z) po jakiej biegnie promier.

23



To samo réwnanie toru promienia mozna takze uzyska¢ z zasady Fermata, ktora jest
ogolniejsza.® Niech A (punkt wlotu promienia do oérodka o zmiennym n) ma wspoélrzedne
(0,0), a jakis inny punkt B ma wspotrzedne (x1, ;). Czas przelotu od A do B po drodze
v dany wz"orem

B
dl
T[’y] = I
AU
jest wtedy funkcjonatem, ktory wedtug zasady Fermata przyjmuje wartosé najmniejsza
na rzeczywistej drodze promienia $wietlnego od A do B. Aby mu nadaé¢ jawng postaé
przyjmijmy, ze drogi od A do B parametryzujemy x-em, czyli piszemy w postaci y = y(z).

Wtedy dl = +/(dx)? + (dy)? = dx /1 + (y')? i

Th] = / T @) VIT R

Cc

Mamy tu przypadek, gdy funkcja podcatkowa w funkcjonale nie zalezy od samej wario-
wanej funkcji, a tylko od jej pochodnej. Wobec tego réwnanie Fulera-Lagrange’a mozna
od razu raz scatkowaé, co daje

M = D = const.
L+ (y)?

Po odwiklaniu wzgledem 3’ dostajemy stad réwnanie

dy D

dv n%(z) — D?’

ktore daje po scatkowaniu funkcje y(z) zalezna od dwu stalych dowolnych. State te po-
winny by¢ wyznaczone z warunku przebiegania otrzymanej krzywej przez punkty A =
(0,0) i B = (1,11), tak jak tego w zasadzie wymaga zasada Fermata. Nic nie zabra-
nia jednak, gdy juz réwnanie rézniczkowe na tor zostato wyprowadzone, zastapié¢ drugi
warunek zadaniem, by kat wpadania promienia do osrodka o zmiennym n w punkcie A
byt réwny ag. Oznacza to, ze stala D trzeba wybraé¢ réwna sin ag, bo wtedy nachylenie
krzywej w x = 0 bedzie takie jak trzeba (tzn. pochodna (dy/dz),—o bedzie rowna tg ag, bo
n(0) = ng = 1). Z takim warunkiem brzegowym otrzymujemy zatem to samo réwnanie,
co z prawa Snella.

8Prawo Snella wynika z niej niemal natychmiast: wystarczy wyobrazié¢ sobie dwa punkty A i B jeden
nad granica dwu o$rodkéw, w obszarze o stalym ny i drugi pod nia, w obszarze o stalym ny; w obszarach
o stalym n promien biegnie po prostej (co tez wynika z zasady Fermata, gdyz jest to droga najkrotsza i
wobec statosci n odpowiada ona najkroszemu czasowi przebiegu §wiatta miedzy dwoma punktami) wiec
wystarczy obliczy¢ czas T'(y) jego przebiegu od A do B jako funkcje wspotrzednej y na osi bedacej granica
osrodkow punktu, w ktérym promieri przechodzi z jednego osrodka do drugiego; warunek minimalnego
czasu przelotu (tj. warunek by funkcja T'(y) miata w punkcie y minimum - do ktoérego wypisania wystarcza
zwykly rachunek rozniczkowy funkeji jednej zmiennej) przyjmuje doktadnie posta¢ prawa Snella.
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Warto jeszcze zobaczyé, co by bylo, gdyby droge v sparametryzowaé¢ nie z-em, a y-
kiem. W takim przypadku funkcjonat mialby postaé

T d

74 = [ L) I+,
0 C

gdzie 2’ = (dz/dy). Funkcja podcatkowa J w funkcjonale bytaby niezalezna od zmiennej

calkowania i catka pierwsza rownania Eulera-Lagrange’a, sprowadzajaca je do réwnanie

pierwszego rzedu bytby “hamiltonian” t;j.

07 ., n@)d n(@)(1+(2)?) —n(z)

= = h = const.

J =z —
B VIF@?2 I+ @)2 1+ @)2

Po rozwikltaniu tego rownania wzgledem 2z’ = dx/dy i narzuceniu, jak poprzednio warunku
(dz/dy),—o =ctg ap (ktory wymaga, by h? = sin o) dostaje sie stad to samo réwnanie,
co poprzednio.

X

Jesli n%(x) = 1+ ax, proste scatkowanie prowadzi (przy wyzej narzuconych na rozwia-
zanie warunkach) do réwnania toru

2 5 sin 2ay
y(r) = — sin v/ cos? o + ax — .
a a

Stala catkowania jest ustalona z warunku, by y(0) = 0. Gdy a > 0, wzor ten daje tor,
na ktorym y asymptotycznie, dla duzych x, rosnie proporcjonalnie do /z. Jesli a < 0,
otrzymany wzor moze obowiazywaé tylko dla z < (1/|a|) cos? ag. Przyczyne tego tatwo
zobaczy¢, jesli sie pamicta, ze rownanie rézniczkowe typu

dy
%_f(x>y)a

wladciwie nalezy zapisywaé w postaci
X(z,y)de +Y(z,y)dy =0,

(gdzie X 1Y sg takie, ze? —X/Y = f(z,y)), ktéra nie wyréznia ani x ani y; réwnanie
takie definiuje (przy ustalonych warunkach poczatkowych) krzywa na ptaszczyznie, ktora
czasem da sie zapisa¢ jako y = y(x), czasem jako z = z(y), a czasem tylko parame-
trycznie. Oczywiscie majac rozwiazanie takiego rownania w postaci y = y(z) mozemy je

9Przy danej funkcji f(z,y) funkcje X(z,y) i Y(z,y) nie sa okreglone jednoznacznie: funkcje
g(z,9) X (z,y) i g(z,y)Y (z,y) daja te sama funkcje f(z,y). Niejednoznacznosé ta (poza ewentualnie punk-
tami, w ktorych funkcja g(z,y) znika) nie ma wplywu na krzywe catkowe - krzywe te sa bowiem okreslone
warunkiem - patrzac na to geometrycznie - znikania jedno-formy rézniczkowej w = X (z,y) dz+Y (z,y) dy
na wektorach do nich stycznych; jesli wiec zero daje na nich forma @, to réwniez zero daje forma
1 = g(z,y)®. Odpowiednim doborem funkcji g(x,y) mozna sprawié¢, ze @ = d¢(z,y), co - jesli jest
mozliwe, a jest zawsze mozliwe w R?, ale juz niekoniecznie w R” o D > 2 - pozwala krzywe catkowe
przedstawi¢ w postaci ¢(z,y) = const. Forma & ma wtedy czynnik catkujgcy, czyli, zgodnie z pierwszym
twierdzeniem Carathéodory’ego, jest catkowalna.
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“odkreci¢” i dosta¢ x = x(y). W badanym tu przypadku toru promienia $wietlnego, po
takim odkreceniu, dostaniemy

a sin 200\ cos?ag
x = + - .
() 4sin? oy (y a ) a

Z postaci tej od razu widaé, co sie dzieje, gdy a < 0: promieri §wietlny wchodzi do osrodka,
lecz stale zakreca w lewo i po osiagnieciu glebokosci z = (1/|a]) cos? ag zaczyna zawracaé
spowrotem w kierunku osi y, czyli ku granicy osrodkow.

Wyttumaczenie zakrecania toru promienia $wietlnego odwotujace sie do falowej natury
Swiatta jest proste: przy a < 0 predkosé swiatlta w osrodku réwna c¢/n(z) wzrasta wraz
z glebokoscia (ze wzrostem x); znaczy to ze prawa strona frontu fali (jego “prawa noga”)
porusza sie szybciej niz lewa; jest jasne ze musi to powodowaé zakrecanie frontu fali w

lewo.
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Zadanie 7.4

Jaki jest ksztalt majacej minimalne pole powierzchni obrotowej rozpietej na dwoch réwno-
legtych do siebie nawzajem kotach o promieniach R; i Ry, ktérych érodki leza na tej same;j
prostej i sa oddalone od siebie o 2L7

Rozwigzanie
Pole powierzchni powstalej przez obrot wokot osi x krzywej y(z), takiej, ze y(—L) = Ry,
a y(L) = Ry jest dane wzorem!°

L L
Ply] = / dzP(y,y') = / dx 2my~\/1 +y2.
- -L

L

Poniewaz funkcja podcatkowa P nie zalezy od x, catka pierwsza odpowiedniego réwnania
Eulera-Lagrange’a jest “hamiltonian” (czynnik 27 mozna spokojnie opuscic):
, OP B —Y

P = ——= = —C = const.

yﬁ—y/ V1+y?

Rozwiktujac wzgledem ¢’ znajdujemy zwiazek

d 1
/ L / dr.
/y2 — (2 C
Znak = jest znakiem pochodnej dy/dx, ktora, nawet przy ustalonym znaku statej C', moze

by¢ na jednym odcinku ujemna, a na innym dodatnia; dlatego trzeba go tu w zasadzie
uwzgledniaé¢ jawnie. Podstawiajac w calce po lewej y = C chf znajdujemy

y<x>=0ch(‘“2D),

gdzie D jest druga stala dowolna. State C'i D wyznaczamy z warunkow y(—L) = Ry,
y(L) = Ry. Moze istnie¢ jedno rozwiazanie, albo dwa albo moze nie by¢ zadnego. Najla-
twiej zobaczy¢ to na przypadku R, = Ry = R. Bez straty ogélnosci mozna tez przyjaé
L = 1 (promieri R mierzymy w jednostkach L - charakter rozwiazania zalezy tylko od
stosunku R/L) Wtedy z symetrii wynika, ze D = 0 i dwa rownania staja sie jednym i tym
samym warunkiem na c=1 /C

R:m@.
c

~—

Graficznie, na plaszezyznie (C, z), rozwigzanie jest rzedna (a moze odcieta? kto pamieta
te dziwne nazwy!? ale chyba jednak odcieta) punktu, w ktorym krzywa z = C~'ch(C)
pokazana na rysunku 5 przecina si¢ z poziomg prosta z = R. Jest wiec jasne, ze gdy R jest

10Uzasadnienie wzoru: jest to suma, pél powierzchni prostokatnych paskéw, na jakie dzielg te powierzch-
nie plaszczyzny prostopadle do osi x odlegle od siebie o dx: dlugoscia paska jest 2wy, a wysokoscia

v/ dz? + dy?.
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Rysunek 5: Wykres funkeji C~*chC'.

mniejsze od pewnej krytycznej wartosci, niema zadnych punktow przeciecia i rozwiagzanie
nie istnieje. Oznacza to, ze minimalne pole ma w takiej sytuacji powierzchnia, ktora
“przykleja” sie do kol, na ktoérych jest rozpieta i redukuje sie do prostej taczacej ich
érodki; pole takiej “powierzchni” jest réwne w(R? + R2) (w rozpatrywanym tu przypadku
21 R?), a krzywa y(z) jest nierézniczkowalna; rozpatrywany funkcjonal nie ma ekstremali
(minimum) w klasie powierzchni zadanych krzywymi rozniczkowalnymi. Jednoznaczne
rozwiazanie jest tylko wtedy, gdy R przyjmuje pewna szczegbdlng wartosé (przy jednej
szczegdlnej wartosci stosunku R/L). Dla R wiekszych sa zawsze dwa rozwiazania CyiCs.
Najtatwiej si¢ zorientowac jak one wygladaja, gdy R > 1 (R > L). Jednym rozwigzaniem
rownania R = C1ch C jest wtedy C' ~ 1 /R i odpowiadajaca mu ekstremala funkcjonatu,
ktora mozna zapisa¢ w postaci

ché':cN ch(z/R)
Ché - Ch(l/R)

y(r) =R

schodzi tylko nieznacznie, poniewaz ch(z/R) < 1, w dot, ponizej wartosci y = R. Rozwiaza-
nie to jest oczywiste fizycznie i rzeczyvvlsme odpovvlada najmniejszej powierzchni. Drugim
rozwigzaniem réwnania R = C~'chC, gdy R > 1, jest C' > 1. Odpowiadajacym mu
punktem stacjonarnym funkcjnatu jest wtedy funkQ]a (jej formalna postac jest taka sama
jak pierwsze, Scista posta¢ wypisana wyzej), ktora przy x ~ 0, gdzie Ch(é'x) ~ 1 wyraznie
“siada”. Przypuszczalnie nie jest to maksimum (lokalne) funkcjonatu, bo jest oczywiste, ze
kazda powierzchnie obrotowa mozna nieco “pomarszczy¢’ zwickszajac dowolnie jej pole;
trudno tez sobie wyobrazi¢, by rozwiazaniu temu odpowiadalo (lokalne) minimum; przy-
puszczalnie jest to punkt siodlowy - ale dar “widzenia” takich rzeczy w przestrzeniach
funkcji jest dany tylko nielicznym, zaprawionym w analizie funkcjonalne;j.
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Zadanie 7.6 (Szkoleniowe, bo odpowiedz jest oczywista)

Zmalez¢ wariacyjnie najkrotsza droge taczaca na plaszczyznie zy dwa ustalone punkty
A = (xa,ya) 1 B = (zp,yp). Rozwiaza¢ problem w zmiennych biegunowych. Rozwiazaé
ten sam problem w przestrzeni o D wymiarach.

Rozwigzanie
W dwoch wymiarach zadanie jest banalne: dlugosé krzywej v taczacej punkty A i B jest
dana funkcjonatem

B B B
J[v]:/ dl:/ \/da:2+dy2:/ dr+/1+y?,
A A TA

ktory prowadzi, poniewaz funkcja podcatkowa nie zalezy ani od = ani od y, do oczywistego
rownania

d
% = (' = const,

skad, jak nalezalo sie spodziewaé, y(z) = Cx + D.

Wartos¢ funkcjonatu J[v] obliczona na danej drodze v nie zalezy od wyboru zmiennych.
W zmiennych walcowych np.

Tl = /d(rcosw\/u{m] = [ Vidtreos aF + s o F.

d(r cos )

czyli, parametryzujac krzywa v katem ¢,
J] = /dap](r,r’) = /dgovr’2 +r2.

Odpowiadajace tej postaci funkcjonatu réwnanie Eulera-Lagrange’a ma nieciekawa postaé
d r! B r
do /12 ¥ 12 N ’

Na szczescie funkcja podcatkowa J|y| nie zalezy od zmiennej catkowania ¢, wiec stala jest
“hamiltonian”

oJ r?
' —J = ———= = —C = const.
o I NoEe=
Po wywiklaniu wzgledem 7’ i rozdzieleniu zmiennych dostajemy stad (£ jest znakiem
pochodnej dr/dp, ktory a priori mogltby sie zmienia¢ na krzywej przy ustalonym C)

dr dr
/tp /7‘\/7‘2—02 /7,2 /1_0_22
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Standardowym chwytem jest tu podstawienie u = C'/r, ktore daje

d
+(p + o) = — Y — _arccosu.

Vi
Zatem u = C/r = cos(¢ + o), czyli
C = rcospcos g — 7sinpsin pg = T cos Yy — Y sin ¢ ,

co oczywiscie jest rownaniem prostej y = Az + B z A = ctgyo 1 B = —C'/ sin py.

W przestrzeni D wymiarowej, aby traktowa¢ symetrycznie wszystkie wspotrzedne x;
najwygodniej jest przyja¢ opis parametryczny z; = z;(§) krzywej 7, w ktorym parametr
¢ €10, &) tak, ze 7;(0) = 2, 24(&) = xP. Dhugosé drogi jest wtedy dana funkcjonatem
(kropki oznaczaja pochodne po &)

&k &k

0 0
Funkcjonatl J[v] jest niezmienniczy wzgledem reparametryzacji krzywej (czyli mowiac gor-

nolotnie - prof. Meissner to uwielbia - wzgledem dziatania grupy dyffeomorfizméow), tj. jesli

5 = 6(7)’ to

p o o dwdg L d
YT dr de dr T Ttdr

i, poniewaz d§ = dr(d&/dr),

Ek Tk
J[v]:/ df\/i’%—l—...—l—i’%:/ dr\/x2 + ... + 2’
0 i

z 0 = &(1), & = &(mp). Ma wiec on te sama postac¢!! (jesli nie liczy¢ innych oznaczeri
pochodnych po £ i po 7), niezaleznie od wyboru parametryzacji krzywej.

Poniewaz J nie zalezy od z; wszystkie rownania Fulera-Lagrange’a daja sie raz scat-
kowa¢ prowadzac do uktadu D réwnari:

;

: _—C;,, i=1,...,D.
4.+ 33

Wynika z nich, ze
d!lﬁ'i CZ

C;j = const,

d!lﬁ'j Cj

HUNalezy to poréwnaé z zamiang zmiennych z kartezjaniskich do walcowych, rozpatrywana wyzej: tam
warto$¢ funkcjonatu nie zalezala od wyboru zmiennych, ale sama postaé¢ funkcji podcatkowej byla inna.
Nie byla wiec to niezmienniczo$é (czyli symetria).
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dla kazdej pary indekséw ¢ oraz j, czyli ze dowolna wspoétrzedna x; wyraza sie przez
dowolng inna wspohrzedna x; funkcja liniowa (w sensie szkolnym, a nie w $cistym sen-
sie algebraicznym). Rozwiazaniem sa wiec zwiazki z;(§) = 5;h(§) + a4, w ktorych h(€)
jest dowolna funkcja, co odpowiada dowolnosci parametryzacji krzywej (prostej). State
catkowania C; sa wtedy rowne C; = 5;/\/0% + ...+ 3. Zwiazki te, to oczywiscie para-
metryczny opis proste;.

Warto jeszcze zwrocié uwage na “hamiltonian”, ktory, poniewaz funkcja podcatkowa
J w funkcjonale J[] nie zalezy od £, powinien by¢ stala. Znajdujemy jednak, ze

D

N _

(2

Hamiltonian tozsamosciowo znika! Odpowiedzialny jest za to fakt, ze funkcja podcatkowa
jest funkcja jednorodna rzedu pierwszego predkosci #;, tzn, ma wlasnosé (w rozpatrywa-
nym wyzej zagadnieniu funkcja J nie zalezy od x;)

j(l’l,...,l'p, )\Zil’l,...,)\i’[)):)\j(l'l,...,l'p, i’l,...,i’D).

Jesli rowos¢ te zrdzniczkuje sie po A i potozy A = 1, otrzyma si¢ zwiazek oznaczajacy
znikanie “hamiltonianu” (jest to tzw. twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych - w
termodynamice prowadzi ono do tzw. rownania Gibbsa-Duhema). Jest to typowa sytuacja,
gdy funkcjonal jest niezmienniczy, tak jak tutaj, wzgedem reparametryzacji, bo wymaga
ona wtasnie, by funkcja podcatkowa byta funkcja jednorodng rzedu pierwszego predkosci.
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Zadanie 7.9

Wykazaé, ze geodetyka (tj. najkrotsza krzywa) na sferze (o promieniu R) taczaca dwa
zadane punkty sfery jest wycinek kota wielkiego (tj. krzywej powstalej z przeciecia sfery
plaszczyzna przechodzaca przez jej srodek) przechodzacego przez te dwa punkty.

Rozwigzanie
Szukamy lezacej na sferze drogi v, na ktérej funkcjonat

B B
Lm:/ dl:/ Vdz? + di? + d2?
A A

osiaga ekstremum. Warunkiem zapewniajacym, ze droga y przebiega po sferze jest g(x,y, z) =
24+t +22 - R2=0.

W tym przypadku od razu przechodzimy do zmiennych zgodnych z wiezami z(6, p) =
Rsinfcos g, y(0,p) = Rsinfsin g, z2(0,¢) = Rcosf, w ktorych L[], po sparametryzo-
waniu drogi katem 6 (szukamy wiec funkcji ¢ = ¢(#)) ma postaé

0p
L] = / df\/1+ p?sin?6,
04
w ktorej ¢’ = dy/df. Funkcja podcatkowa nie zalezy tu od samej szukanej funkcji ¢(6),
wiec rownanie Fulera-Lagrange’a sprowadza si¢ do
¢'sin 0
V1 +@?sin?6

Stad, rozwiktujac wzgledem dp/df i catkujac przez rozdzielenie zmiennych otrzymujemy

= H = const.

do do
- = |
e sin §4/sin?  — H?2 sin?0y/1 — H2/sin*f

Podstawiamy u = ctgf (czyli 1/sin*0 = 1 4+ u?), du = —df/ sin* 0, co daje

du du dw
— o= TH —FH = .
s /\/1—(1+u2)H2 i /\/1—H2—u2H2 qE/ - H?— u?

Stad ¢ — ¢ = Farcsin(Hu/v/1 — H?), albo

ctgl .

. H
sin(p — o) = :Fﬁ
Po zapisaniu tego wyniku w postaci
V1 — H? sin g sin 6 cos ¢ — V1 — H? cos ggsinfsing — Hcosf =0,
widaé¢ (bo x = Rsinf cos p itd.), ze punkty lezace na ekstremali spetaniaja réownanie
V1 — H? singpy —yV1—H?cospy—2H =0.

Jest to wladnie réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez srodek sfery. State ¢y i H trzeba
tak dobraé, by ekstremala przechodzila przez dwa zadane punkty.
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