Mechanika klasyczna 2024 /2025

Zadanie domowe I - rozwigzania

Zadanie 1
Dzialo wystrzeliwuje pociski o poczatkowe]j szybkosci v w dowolnym (w stosunku do horyzontu) kierunku. Wy-
znaczy¢ rOwnanie powierzchni ograniczajacej obszar, do kazdego punktu ktérego pocisk moze dotrzeé.

Rozwigzanie

Jest jasne, ze szukana powierzchnia jest symetryczna wzgledem obrotow wokot pionowej osi przechodzgcej przez
punkt plaszczyzny, z ktérego wystrzeliwane sa pociski. Wystarczy wiec wznaczyé odpowiednig krzywa na pol-
plaszczyznie (z,z) o x > 0, czyli rozpatrzy¢ pociski wystrzeliwane pod katem 0 < a < 7/2 w stosunku do osi
x.

Zaleznos¢ od czasu potozenia pocisku wystrzelonego w chwili ¢ = 0 z punktu (0, 0) tej ptaszczyzny pod katem «a
w stosunku do horyzontu (osi z) jest dana wzorami

1
x(t) =vtcosa,  z(t) =vtsina — 3 gt*.

Eliminujac czas otrzymujemy réwnanie toru w postaci
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Przy ustalonej (liczonej po ziemi) odleglosci od dzialta, czyli przy ustalonej wspolrzednej x, wspolrzedna z
punktu, w ktorym znajduje sie pocisk (a wiec punktu przezen osiagalnego) jest ciaglta funkcja kata «. Oczy-
wiscie wspoélrzedna ta powinna byé nieujemna (pocisk nie dociera pod ziemie) wiec warunek z(x,«) > 0, czyli
sinacosa = %sin 200 > gx/2v? ogranicza zasieg dziala na powierzchni Ziemi do x < v?/g. Ponadto, przy
ustalonym z funkcja z(x, @) ma maksimum dla kata «, takiego, ze

x gx tga,
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czyli tga, = v?/gz. Przy ustalonym x osiggalne sg wszystkie punkty o z mniejszym niz
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Roéownaniem szukanej powierzchni jest wiec
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Pocisk z dziata moze osiagnaé¢ kazdy punkt w obszarze ograniczonym ta powierzchnia i plaszczyzng z = 0.
Zadanie 2

Punkt porusza sie ze stala szybkoscig v po lezacej w plaszczyznie (z,y) krzywej o rownaniu y(z) = (2/3)ax3/?
(a > 0). Poda¢ zalezno$¢ od czasu wspotrzednych x i y jego polozenia przyjmuaé, ze 2(0) = 0. Podaé kartezjariskie
sktadowe wektora v predkosci i wektora a przyspieszenia punktu. Wyznaczy¢ takze krzywizne krzywej jako funkcji
jej dtugosci 1.

Rozwigzanie
Szybkosé v punktu jest rowna [/t, gdzie [ jest dlugoscia krzywej, po ktorej punkt sie porusza, przebyta w czasie
t. Dlugosé krzywej dzielaca lezace na niej punkty A i B jest dana calka

B
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Poniewaz krzywa jest sparametryzowana zmienna x i przyjmujac za A punkt o x4 = 0, za B punkt o x4 = x,
znajdujemy dtugosé krzywej

I(z) = /Oxd;e 1+ (y(3))2 = /Oxd:'é V1+a2i = 3% (14 a2)%/2 — 1)

Odwracajac ten zwiazek znajdujemy
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Podstawiajac tu [ = t/v otrzymujemy szukane wzory na x(t) i y(t). Majac (1) i y(1) tatwo znalezé sktadowe ¢,
it, w bazie (e.,e,) wektora t = dr/dl stycznego do krzywej:
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Jest jasne, ze t2 + tz = 1, tak jak powinno byé¢. Sktadowymi kartezjanskimi wektora predkosci v = vt sa wiec
Vg = Vig 1 Uy = viy.
Aby wyznaczy¢ lokalna krzywizne rézniczkujemy wektor t:
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Poniewaz © = 0 sktadowa styczna przyspieszenia punktu znika i a = v?dt/dl. Sktadowymi kartezjariskimi wektora
przyspieszenia a = 0t +v2dt/dl sa wigc a, = v3dt,/dl i ay = v2dt,/dl. Krzywizna p(l) jest odwrotnoscia diugosci
wektora dt/dl i jest rowna (a ma wymiar L~1/21)
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Zadanie 3
Na cialo o masie m i predkosci poczatkowej v(0) = v dziala tylko sita oporu

v
Fo, = —klv|*— Kyoo > 0.

v]”
Zbadacé jak czas trwania takiego ruchu i jego zasieg zaleza od wyktadnika a.

Rozwigzanie

Poniewaz na ciato dziala tylko jedna sila, ktora ma zawsze ten sam kierunek, co chwilowa predkosé¢ ciata (i
przeciwny do niej zwrot), dobrze jest wybra¢ o§ & w kierunku vg. Problem staje sie wtedy jednowymiarowy i
redukuje sie do rozwigzywania réwnania

mo(t) = —kv*(t), czyli  0(t) = - v*(t),



z warunkami poczatkowymi v(0) = vy (vg > 0) oraz, bez straty ogolnosci, x(0) = 0. Rozdzielenie zmiennych
prowadzi do caltki
v(®) du K
[8 s
vo VY m

ktora, jako calka z funkcji potegowej, jesli a #£ 1, daje

% {vl_a(t) — véfa} =—

czyli, po “odkreceniu”,

u(t) = vo {1 t(a—1) % ve t}

Wynik dla a = 1, ktora to wartosé « jest, jak widaé¢, wyr6zniona (uzasadnione jest wiec nazwanie jej wartoscia
krytyczna), mozna dostac albo obliczajac bezposrednio catke z a = 1, albo, co jest bardziej ksztalcace, dokonujac
W powyZszym wzorze przejscia granicznego o — 1:

v(t) = vp lim 1+(a—1)£va71t v = vp lim exp ! In 1—1—(a—1)£v0‘71t
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(Pod logarytmem mozna juz byto spokojnie poltozyé v(o)‘*l =1).

7 otrzymanych wzoréw tych widaé, ze jesli a < 1, to czas trwania ruchu jest skoniczony: ciato zatrzymuje sie po
czasie

m véfa

> 0.
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Zasieg ruchu, jest w takim przypadku, rzecz jasna, skoriczony.

Jesli zag o > 1, to ruch trwa wiecznie (co nie znaczy jeszcze, jak zobaczymy nizej, ze zasieg jego jest nieskoriczony)
i asymptotycznie v(t) o 1 /tﬁ Wynik ten moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie dziwny: przeciez wydaje
sie, ze dla wickszych wartosci a sila oporu jest wickszal I istotnie tak jest, ale dla duzych predkosci;' jednak
dla kwestii, czy sita oporu spowoduje catkowite zatrzymanie sie ciata, decydujaca jest wielko$é sity oporu dla
predkosci malych, nie zas duzych, a w sposob oczywisty jesli (v/vehar) < 1, gdzie venar jest jakas predkoscia
charakterystyczna, to (v/vehar)** > (V/Vchar)*?, gdy a1 < .

Zaleznos¢ przebytej drogi x od czasu jest dana catka

t t 4 ﬁ
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gdzie wielkos¢ 7 = (m/k)(vh™*/(1 —)) = tmax jest, gdy o < 1, tozsama z czasem trwania ruchu tyay, dla a > 1
za$ |T| jest po prostu pewnym czasem charakterystycznym. Otrzymujemy stad
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! Jak zawsze, aby orzec, czy wielkos¢ wymiarowa jest duza, czy mala, trzeba powiedzieé¢, w poréwnaniu z czym. W zwigzku z tym
zauwazmy, ze wymiar wspolczynnika x w podanym wzorze na sile oporu zmienia si¢ z «; aby operowaé¢ wspoélczynnikiem o wymiarze
niezaleznym od «, nalezy wz6r ten zapisa¢ w postaci
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w ktorej &' = kvS,, ma juz wymiar [M][L][T] 2 niezalezny od «. Pojawia sie wtedy predkosé¢ charakterystyczna venar i to poréwnanie
z nig decyduje, czy predkosé v(t) jest duza lub mata.



Ze wzoru tego od razu widaé, ze 2 jest druga krytyczna wartoscia wyktadnika a. Oczywiscie jesli a < 1, zasieg
d jest skoniczony i wynosi
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Wzoér ten pozostaje stuszny takze przy o

= 1 (gdy ruch trwa wiecznie), co mozna sprawdzi¢ albo caltkujac
bezposrednio wzor na v(t) z o = 1, lub tez dokonujac przej$cia granicznego
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codlat = oo daje do=1 = (m/K)vy. Zasieg ruchu pozostaje skoriczony az do a = 2, gdyz dla 1 < o < 2 wyktadnik
(2 —a)/(1 — ) jest ujemny podobnie jak i 7 i, gdy ¢t — oo,
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Dla oo = 2 wzér na z(t) jest osobliwy i konieczne jest znowu przejscie graniczne
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Po rozwinieciu funkcji exponens otrzymujemy stad

¢
a(t) = mln(l - ) - mln(l n ﬁvmﬁ) .
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Zasieg jest wiec wtedy nieskoiiczony: przebyta droga rosnie wolno, jak logarytm czasu, ale jednak rosnie nieogra-
niczenie. Oczywiscie zasieg jest tez nieskoriczony dla wszystkich oo > 2 (i wtedy rosnie juz z czasem potegowo).



