Rozwigzanie zadan 11 3 z [ kolokwium

Zadanie 1:

Potozenia x5, 3, odpowiednio mas 2m i 3m, najwygodniej mierzy¢ od poziomu na wysokosci [ od podtogi.
Wtedy rozciagniecie sprezyny jest rowne x3 i energia sprezystosci przyjmuje najprostszg postac.

1. Energia kinetyczna i potencjalna sg réwne
2, 3 .o L, o
T =mi; + 5 Mds; U = 2mgzs + 3mgzs + 5/4:3:3.
Lagranzjan przyjmuje postac
9 3 .9 1.,
L =ma5; + oMz = 2mgro — 3mgrs — 5]@;33.
2. Jes$li masa 2m i jednoczesnie bloczek do ktérego jest ona zaczepiona podnoszg sie¢ o Azs to odcinki

liny, ktére tacza ten bloczek z sufitem i drugim bloczkiem sa krétsze o 2Axy. Diugoéé liny jest stala,
wiec masa 3m musi obnizaé sie o taka samg odlegloéé¢ i Axg = —2Axs. Oznacza to, ze

T3 + 2x9 = const.

3. Masy polaczone sa ling, wiec uklad ma jeden rzeczywisty stopien swobody. Wykorzystujac poprzed-

ni podpunkt otrzymujemy zwiazek pomiedzy przyspieszeniami &3 = —2Z9. Poszukujemy wydluzenia
sprezyny w rownowadze, ktére dane jest przez xs, wiec wygodniej jest wyrazi¢ lagranzjan przez xs i
T3.

7 1
L= me% — 2mgzs — ikx?),

Réwnanie Eulera-Lagrange’a ma postac

§m9'é3 = —2mg — kxs.

W rownowadze &3 = 0, wiec wydluzenie sprezyny wynosi

_2mg
e

Znak minus oznacza, ze w rzeczywistosci jest ona $cisnieta.

T3 =

4. Czesto$¢ drgan znajdujemy wykorzystujac parametr opisujacy wychylenie z polozenia réwnowagi € =
r3 — Z3. ROwnanie jest liniowe, wiec nie wymaga rozwiniecia w malym e.

7
—mé = —ke
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Czestosé drgan jest réwna \/72;{2 )



Zadanie 3. Tre$é¢ zadania:

Do kropli pewnej substancji opadajacej w nieruchomej i jednorodnej mgle doczepiaja sie drobiny
pary wodnej w taki sposéb, ze kondensacja w czasie na kropli jest proporcjonalna do jej objetosci,
oraz do jej predkosci. Znajdz przyspieszenie oraz predko$é kropli, jezeli ma ona stala gestosé.
Ogranicz sie do przypadku, w ktérym kropla spada (zwrot predkosci jest zgodny ze zwrotem sity
grawitacji).

Wskazowka: nastepujaca caltka wynosi:

/L_iln
a? —z2  2a

Przez kondensacje rozumiemy zwickszanie sie masy lub objetosci w czasie. Daje to nastepujace wzory (nie
ma strzalek nad wektorami, bo problem jest jednowymiarowy):

a+x

a—x

‘ + const. (1)

dm av
& Vo, o & V. (2)

Jako ze gestosé kropli ma pozostaé stala, to mozemy zapisac:

d
X Vo o mw
= const. = & — dt (3)
P= Ty v ldm -
dt  p dt
W dalszej czesci bedziemy uzywaé zaleznosci na r:
m = amuv, (4)

ale identyczny wynik uzyskaliby$my wstawiajac w kolejne wzory zaleznosé na V. Jesli chodzi o znak o,
to zalezy on od osi wspélrzednych. Nasza o§ X bedzie skierowana ku dotowi (co wplywa tez na znak sily
ciazenia), wiec a > 0, tak ze masa bedzie sie zwigkszala. Dla osi skierowanej ku gérze musi byé¢ wiec a < 0,
bo v < 0. Bedzie to istotne gdy dojdziemy do calki ze wskazéwki.

Aby uzyska¢ réwnanie na predkosé kropli nalezy uzy¢ wzoru wiazacego ped uktadu P%® z wszystkimi sitami

zewnetrznymi FOX5 o -

d

%Psys = Falkowite: P*¥* = (propli + Pmety) - (5)

Kluczowa jest tu informacja, ze mgla jest nieruchoma wzgledem inercjalnego ukladu odniesienia w jakim
operujemy (zwiazanego z Ziemia). Brak ruchu mgly i jej jednorodno$é méwia nam tez, ze nie dzialaja na nia
zadne wypadkowe sily zewnetrzne, czy wewnetrzne. Mozna wiec zapisac:

p= F:zi(ltkowite = 1 + mo = mg, (6)
gdzie p, v i m to odpowiednio ped, predkos¢ i masa kropli.
Uzyskamy to samo réwnanie z réwnan Eulera-Lagrange’a, je$li wypiszemy lagranzjan dla kropli, w ktérym
masa jest funkcja czasu, tj. m = m(t). Wynik ten jest jednak uzyskany niepoprawnie, poniewaz nie mozna
tak opisa¢ uktadéw o zmiennej masiel.
Po podstawieniu (??) w (??) otrzymujemy wyrazenie:

1,_g 9 / dv _/
Ju= v = %_v2—a dt. (7)

1 Aby wyprowadzenie byto poprawne nalezy dodaé site uogélniona do réwnan E.-L. Patrz: A. R. Plastino, J. C. Muzzio, ”On
the use and abuse of Newton’s second law for variable mass problems.”, Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy 53.3
(1992): 227-232.




To oczywiscie moment, w ktérym nalezy zastosowaé wzor ze wskazéwki (poza wynikiem tej calki wskazéwka
sugeruje tez réwnanie, do ktérego dochodzi sie w toku rozwiazywania zadania). Nalezy jednak zauwazy¢,
ze wyrazenie g/« musi by¢ dodatnie, aby dalo sie to zrobié. Stad wezeéniejsza uwaga o znaku «. Catkowaé
nalezaloby albo w odpowiednich granicach, a wtedy wygladaloby to tak:

v dw /t
——=a [ dr. (8)
/vg % — w? 0

O ile many swobode w wyborze chwili poczatkowej, to nie mozna zakladac¢, ze predkos¢ poczatkowa jest
rowna 0. Zgodnie z treScia przyjmiemy natomiast, ze vy > 0. Alternatywnie mozemy nie przejmowac si¢
dolna granica calkowania i relegowaé te wyrazy w stala, ktérej warto$¢ beda okreslaly warunki poczatkowe
(co uczynimy). Warto jeszcze dodaé, ze z (??) otrzymaé mozemy predkosé, dla ktérej przyspieszenie znika:

v = @ (9)

Ze wzoru (??) widaé tez, ze w zaleznosci od wartosci predkosci przyé$pieszenie bedzie dodatnie lub ujemne.
Wynikiem catkowania w (?7?) jest:
1 [« I+
—,/—log L = at + const., (10)
2Vyg NE
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7 czego otrzymujemy

= Ce2Vo9t, (11)

Wartosé bezwzgledna zmusza nas to przeanalizowania dwdch przypadkow:

v<~/g i v>1/g, (12)
o' o

czyli predkosci mniejszych i wigkszych od ve. W pierwszym przypadku mamy:

7 2yagt _ |
7\/;—’_” = Ce?V — = gGe —1 (13)
VI v Vacevarm 11

stalg C mozemy teraz wyliczy¢ z warunkéw poczatkowych:

gC—1 VE — v g
=/ = = "2—— <4 /= 14
Vo aC+1 % ¥ o Vo o ( )
Zatem predko$é i przy$pieszenie (przez rézniczkowanie, lub ze wzoru (?7)) beda dane przez (stala C trzymam
niejawnie dla przejrzystosci):

2/agt _
\V o Ce2vast 41
Cle2/agt
a=4g——° >0 (16)

W drugim przypadku mamy:

g4 9 g Ce2vadt 11
NVa @ _ Vagt _ (L= T
NG Ce = v 0 Cava 1 (17)



Stala C' jest nadal dana wzorem (?7), ale trzeba zauwazyé, ze

Iy
C= @ <0, bo wvy> g, (18)
Vi Va

Przyspieszenie w drugim przypadku bedzie dane przez:

Cervan
Y (cervam 1 1)?

<0. (19)

W obu przypadka przyspieszenie poczatkowe dla vy = 0 jest réwne g, a asymptotycznie (¢ — oo) dazy do 0.
Predkosé dazy asymptotycznie do ve, przy czym dla matych predkosci (v < vs) ciato bedzie do tej predkosci
przyspieszaé, a dla duzych predkosci (v > vs) bedzie do niej zwalniaé.

Bez wigkszych probleméw da si¢ problem uogélnié¢ dla predkosci skierowanych w gére (tj. gdy predkosé
poczatkowa jest skierowana do géry). Wyniki beda wlasciwie takie same ale przedziaty predkosci beda dane
przez:

Vatel U 20

W > <:>U€]—OO,UOO[ }UOO,OO[ ( )
21w

‘ﬁ <0 <= v €]Vo0, Voo| (21)
g —




