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I. Podstawy Fizyki Polprzewodnikow.

1. Wstep
Wstep: cel wyktadu, miejsce wyktadu w cyklu studiéw, podreczniki

a) Cel wykladu

Fizyka ciala stalego obejmuje: metale, potprzewodniki i dielektryki. W ramach tego wyktadu
skoncentrujemy si¢ gldwnie na wtasciwos$ciach potprzewodnikow.

Rola tego wyktadu - opanowanie podstawowej wiedzy z Fizyki Péiprzewodnikow;
przygotowanie do pracy magisterskie;j.

Forma zaliczenia: egzamin ustny na oceng, ew. zaliczenie na podstawie obecno$ci w
indywidualnych przypadkach, ustalonych wcze$niej z wyktadowca.

b) Miejsce tego wykladu w cyklu ksztalcenia na Wydziale Fizyki:
Wstep do Fizyki

Mechanika Kwantowa I
Wstep do optyki 1 fizyki ciala statego
IT pracownia

Podstawy Fizyki Polprzewodnikow

Proseminarium Fiz. Ciata Statego - prof. M. Nawrocki
III Pracownia

Wiasciwosci Optyczne Pélprzewodnikow

Seminarium ,,wtorkowe”
Seminarium ,,piatkowe”
Pracownia specjalistyczna

Electronic properties of solids
Electronic Properties of Solids and Defects. - prof. J. Baranowski (V rok)

Wyklady monograficzne i IFT:

Wstep do Fizyki Magnetyzmu - prof. A. Twardowski

Mechanika kwantowa II B (uktadéw wielu ciat) prof. J. Majewski

Symetria w potprzewodnikach - prof. J. Krupski (semestr letni)

Teoria Ciata Statego - prof. J. Majewski (semestr letni)

Between magnetism and superconductivity - dr hab. Andrzej Golnik (semestr letni)
Nowe technologie - dr Jacek Szczytko (pozakierunkowy)

Physical foundations of nanotechnology - prof. T. Dietl, prof. J. Majewski
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Optyka instrumentalna - prof. C. Radzewicz
Computer simulations in condensed matter - prof. J. Majewski, dr Piotr Szymczak

Praca magisterska

¢) Przydatne podreczniki:
L. Sosnowski - Wstep do Fizyki Ciata Statego cz. I, II (skrypt)
Kittel - Wstep do Fizyki Ciala Statego
J.M. Ziman - Wstegp do teorii Ciata Statego
.M. Cydlikowski - Elektrony i dziury w poiprzewodnikach.
W.A. Harrison - Teoria Ciala Stalego
K Sieranski, M Kubisa, J. Szatkowski, J. Misiewicz — Pélprzewodniki i struktury
potprzewodnikowe
P.Y. Yu M. Cardona - Fundamentals of Semiconductors
N.W. Ashcroft N.D. Mermin - Fizyka Ciata Statego
H. Ibach, H. Liith - Fizyka Ciata Stalego

Plan + ,,skrypt” do tego wyktadu — www.fuw.edu.pl/~stepniew

d) Czym zajmuje si¢ FCSt
Struktura mikroskopowa
Wzbudzenia elementarne (kwaziczastki)
Oddzialywanie migdzy nimi
Wplyw zewngtrznych pol

e) Definicja Ciala Stalego
Cialo stale, stan staly — jeden z trzech podstawowych stanow skupienia materii, w ktorym
substancja wystepuje w postaci skondensowanej, wykazujacej okreslona objetos¢ i1 ksztaltt...
(Stownik fizyczny)

daleki porzadek - krysztaty
bliski porzadek - ciata bezpostaciowe (amorficzne), ciecze przechtodzone

Begdziemy zajmowac si¢ krysztalami. Bedziemy wskazywac, jakie wlasciwos$ci przenosza sig
na ciata amorficzne.

Krysztat idealny i krysztal realny: polikrysztaly, granice ziaren, domieszki, defekty punktowe,
dyslokacje.

Potprzewodniki - gtowny temat naszych rozwazan.

Wspoblczesnie badania potprzewodnikdéw dotycza obiektdw syntetycznych, o najwyzszej
czystosci (1 obcy atom na 10” atoméw) otrzymywanych przy zachowaniu kontroli z
doktadnos$cia do pojedynczych warstw atomowych.

Potprzewodniki w naturze: ZnS - blenda cynkowa, wurtzyt, PbS - galena, CuO -kupryt, HgTe
- krysztatki w glebinach morskich.

Monokrysztaty potprzewodnikowe: krzem (bezdyslokacyjny) - metoda Czochralskiego,
GaAs, GaN -wysokie ci$nienia
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Struktury potprzewodnikowe osadzane na podtozu (np. GaAs) - technologia MBE i MOVPE
(MOCVD)

f) Wazne daty:
1833 - M. Faraday - zaobserwowanie zmniejszania si¢ oporu siarczku srebra podczas
ogrzewania.
1875 - W. Simens - komorka fotoelektryczna - pierwszy przyrzad potprzewodnikowy
1883 - C.E. Frits - prostownik selenowy
1906 - detektor krystaliczny - zlacze metal-potprzewodnik(PbS)
1913 - W.L. Bragg - okreslenie struktury krysztatow KCl, NaCl, KBr i KJ. (Nobel 1915)
1914 - Dioda Schotky’ego
1918 - J. Czochralski - metoda wzrostu monokrysztatow
1947 — L. Sosnowski — teoria zlacza p-n
1948 - J. Bardeen, W.H. Brattain 1 W.B. Shockley - tranzystor (Nobel 1956)
1955 - J. Luttinger W. Kohn - formalizm masy efektywnej
1959 — J.S. Kilby — uktad scalony (Nobel 2000)
1963 — Z. 1. Alferov, H. Kroemer — ztacze pn ze studnia kwantowa (Nobel 2000)
1969 - L. Esaki R.Tsu - supersieci
1980 - K. von Klitzing - Kwantowy Efekt Halla (Nobel 1985)
1982 - D.C. Tsui, H.L. Stormer, R.B. Laughlin - Ulamkowy Kwantowy Efekt Halla
(Nobel 1998)
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2. Elementy krystalografii.

a) Sie¢ punktowa (Bravais)

Tréjwymiarowa sie¢ Bravais’ego jest zbiorem wszystkich punktow przestrzeni, ktore
wyznaczone sa przez zespot wektorow:

R=n;a;+tn,a,+tnsa;
aj, a2, 23, - 3 wektory nie lezace w jednej plaszczyznie, wektory jednostkowe (prymitywne)
n;, Ny, n3 - liczby calkowite, wyznaczaja nieskonczony zbidr punktow.

Wybor wektoréw jednostkowych dla danej sieci nie jest jednoznaczny

Prymitywna komdrka elementarna - wyrdzniona objgtos$¢ przestrzeni, ktora po translacjach
o wszystkie wektory danej sieci Bravais’ego, bez ,,Juk” i bez obszaréw przekrywania
wypelnia catkowicie przestrzen.

Kazda prymitywna komorka elementarna zawiera jeden punkt sieci Bravais. Wybor takiej
komorki jest niejednoznaczny.

Przyktady:

1. Komorka rozpigta przez wektory jednostkowe

2. Komorka wyznaczona przez sasiednie ptaszczyzny typu (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

3. Komorka Wignera-Seitza zbidr punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od danego punktu
sieci jest nie wigksza od odleglo$ci od wszystkich innych punktow sieci. Komorka Wignera-
Seitza ma taka sama symetrig jak symetria sieci.

wersja: PFP_06f.doc 2009-09-17 13:39 8



Podstawy Fizyki Polprzewodnikow 2007/2008, Prof.- Roman Stepniewski

- '.I " ".I L e . Sy 'S _J_,-"'/ .
| g 'n.ll STRREE T e
X —_ .-'"--
_—-— Y 3 " ______' __‘ 7a : ;xh-\_’
,_——_____'\' e S __-'——__- =
AL i . =l
B T e L o .
| P T,
*‘_ ____J"' '__ -—'k_ ; u J/J I\AI‘/ n |

Rys. 4.10. Kilka mozliwych sposobdw wyboru prymitywnei komérki elementar nej w dwuwymiarowe;
sieci Bravais'go

Komodrka elementarna - wyrdzniona objetos$¢ przestrzeni, ktora po translacjach o pewien
podzbior wektorow danej sieci Bravais’ego, bez ,,luk” 1 bez obszarow przekrywania wypeinia
catkowicie przestrzen. Komorka elementarna moze zawiera¢ wigcej niz jeden wezet sieci
Bravais (nie nalezy myli¢ z pojgciem ,,sieci z baza”)

e °®
Prymitywna
komorka elementarna

°® ®
°® *—o e
Komorka
elementarna
® ° °® °®
® o— o Y

Sieé krystaliczna z baza - kazdemu wezlowi sieci Bravais przyporzadkowana jest grupa
atomow.
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Rys 4.17 Ashcroft.

Proste sieciowe - proste, na ktorych lezy nieskonczenie wiele punktow sieciowych
Plaszczyzny sieciowe - ptaszczyzny, na ktorych lezy nieskonczenie wiele punktow

sieciowych

Roéwnanie ptaszczyzny sieciowej przechodzacej przez punkty (n;a;,0,0), (0,nza,,0), (0,0,n3a3):

X y z
+ + =1
nmap nyas n3a3

Do opisu ptaszczyzn sieciowych uzywamy wskaznikéw Millera
p- najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ ny, np, ns

Mozna wprowadzi¢ trojke liczb:

h=p/n; k=p/n, I=p/n;

(h,k,l) wskazniki Millera opisujace zbidr ptaszczyzn sieciowych

w ogolnosci: p=0, £1, £2, ...

Przyktad
wersja: PFP_06f.doc 2009-09-17 13:39 10
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L — (ﬂ 9@9(@)

[0,0,1] /

(1,1,0)

[1,0,0]

Kierunek [h.k.l] -kierunek rownolegly do wektora
R=ha;+kay+1a;3

Na przyktad: o$ x [1,0,0]

osy [0,1,0]

osz [0,0,1]

W ogdlnym przypadku kierunek [h,k,I] nie jest prostopadly do ptaszczyzny (h,k,l).

s 7 . e . . . . * * *
Sie¢ odwrotna do danej sieci Bravais jest to sie¢ rozpigta przez wektory a; , a; , a3 ,
. . *
takie ze:  aja; =9
Prowadzi to do:
* a, xXa, * a; xa, * a,xa,

* :(alxaz)-a3;az :(alxaz)'a3; T

b) Podstawowe twierdzenia.
Twierdzenie 1
Wektor sieci odwrotnej [h,k,1]* jest prostopadty do ptaszczyzny sieciowej (h,k,1) sieci
punktowej.

Dowdd

Wystarczy dowies¢, ze wektor [h,k,1]* jest prostopadly do dwu dowolnych, nieréwnolegtych
wektoréw lezacych w plaszczyznie (h,k,l).

R*[h,k,l] =ha*+kay* +1az*

[loczyn skalarny

R*[h,k,l] 0( a3/1- az/k): l 33* L 33/1 -k 32*032/1( =1-1=0
Analogicznie dla drugiego wektora:

R* 17 ®(a2/k -a/h)=k ay*eay/k - h a;* e a;/h=1-1=0
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—
4,

h

Twierdzenie 2
Odlegtos¢ dn 1) migdzy sasiednimi ptaszczyznami (h,k,1) jest rowna odwrotnos$ci dtugosci
wektora sieci odwrotnej R*p i 1y

Réwnanie dwoéch sasiednich ptaszezyzn:

h— k2t 1==0
ai a 4z

X v z
h—+k—+1—=1

ai as as
Niech np. h=0
Odlegtos¢ din 1y jest rzutem wektora
a;/h na kierunek R*p, i 13, ktory jest

prostopadly do ptaszczyzny (h,k,]).

al/h L4 R*[h,k,l]/ ‘ R*[h,k,l] | =al/h ° (h
ar*t+ka* +1az%)/ R*[h,k,l]
=1/ R*mi |

¢) Uklady krystalograficzne -
zespoty wilasnos$ci charakteryzujacych strukturg krystaliczna (ktopot z jednoznaczna
definicja)
Dowolna struktura krystaliczna nalezy do jednego z sze$ciu uktadow krystalograficznych.
Dany uktad krystalograficzny mozna opisa¢ przy pomocy okreslonego uktadu osi
wspotrzednych, odpowiadaja mu elementy symetrii charakteryzujace uktad.
Mozemy wyrdzni¢ 6 ukladéw krystalograficznych:
Uklad tréjsko$ny - a;, a,, a3 r6zne dtugosci wektorow, katy dowolne
Uklad jednoskosny -
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Plaszczyzna zwierciadlana- istnieje kierunek wyrdzniony z podwojna osia inwersyjna. Ten
kierunek wybieramy jako o$ y. Pozostate kierunki w ptaszczyznie xz, kat migdzy nimi moze
by¢ dowolny, ale istnieja dwa katy proste.

Uklad rombowy

Katy proste miedzy kierunkami ay, a,, a3. Dlugos$ci wektorow sa rozne. Nazwa uktadu jest
historyczna, komoérka elementarna jest prostopadto$cianem.

Uklad tetragonalny

Dwie osie rownowazne a,a,c. W sieci istnieje sie¢ czterokrotna - najbardziej
charakterystyczny element symetrii.

Uklad regularny

Trzy osie rownowazne, komorka elementarna szescianem. O$ trojkrotna pokrywajaca si¢ z
duza przekatna szeScianu (4 takie osie). Istnieje 48 elementow symetrii. Te same elementy
symetrii co szeScian ma oktaedr - o$mio$cian regularny. Grupg symetrii oktaedru oznacza si¢
On. h- oznacza grupg holoedryczna tj. grupe o najwyzszej symetrii w danym uktadzie
krystalograficznym.

Bardzo wazny uktad w fizyce poiprzewodnikow.

Uklad heksagonalny

ala)| =la,| #|as|, a = B =90°, y =120°

Wystepuje o$ trojkrotna zwykta, lub 0§ trojkrotna inwersyjna, badz o$ szesciokrotna
inwersyjna. Nie wszystkie katy proste.

W niektérych podrecznikach wyrdznia sig dwa uktady: heksagonalny i romboedryczny.

Uktad romboedryczny daje sig przedstawi¢ jako podwdjnie centrowana komorke
heksagonalna (wezty w punktach (2/3,1/3,1/3) 1 (1/3,2/3/,2/3) )

d) Typy Sieci Bravais

Dla danej struktury krystalicznej wybieramy komorke elementarna aby miata ona jak
najwyzsza symetrie.
Nie zawsze jest to komodrka elementarna prosta (P), w ktorej przypada jeden atom na komorke
elementarna - wezly w narozach komorki.
Moga by¢ komorki, ktére oprocz weztdw w narozach maja:

wezly w objetosci - objetosciowo centrowane (I)

wezly na podstawach - o centrowanej podstawie (C)

wezty na $cianach - ptasko centrowane (F)
Ogotem istnieje 14 roznych rodzajéw komorek odpowiadajacym 14 rodzajom sieci Bravais.
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Uktad cechy Typy sieci Bravais
Trojskosny azbzc a£B=y trojskosna
Jednoskos$ny a#b#c o=y=mn/2# jednosko$na P,
jednosko$na C
Rombowy a#bz=c a=B=y=n/2 rombowa P
rombowa C
rombowa I
rombowa F
Tetragonalna a=b#c o=B=y=n/2 tetragonalna P
tetragonaln [
Heksagonalny* a=b#c o=p=n/2, y=2n/3 | heksagonalna P
romboedryczna
Regularny a=b=c o=P=y=mn/2 regularna P
regularna I
regularna F

Sie¢ punktowa + baza = struktura krystaliczna
W przypadku istnienia bazy wigcej niz jednoatomowej moga pojawic si¢ nowe elementy
symetrii: osie sSrubowe, plaszczyzny poslizgu.
e) Proste struktury krystaliczne.
Najgestsze upakowanie kul w przestrzeni.
Liczba koordynacyjna - liczba najblizszych sasiadow.
Dla struktur gestego upakowania LK=12.
W pojedynczej warstwie kazdy atom ma 6-ciu sasiadow.

; T |

a) b)
Rys 1.27 Kittel

Uktadamy kolejne warstwy jedna na drugiej. Na
warstwie typu A uktadamy warstwe typu B. Na
warstwie typu B mozna utozy¢ warstwg typu A lub
C. Prowadzi to do dwdch rodzajow struktur
gestego upakowania.

Struktura heksagonalna gestego upakowania.
Dla uktadu (AB)-(AB) - struktura heksagonalna,
sie¢ z baza.

Potozenie atomu A - (0,0,0), atomu B- (2/3,1/3.
1/2).

Przyktady- He, Hg, Ti

Struktura regularna plasko centrowana

Dla uktadu (ABC)-(ABC) - struktura regularna
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ptasko centrowana fec.
Przyktady- gazy szlachetne (Ne, Ar), metale jednowarto$ciowe (Ag, Au, Pt).

Uwagi:

1) Mate zmiany utozenia atomow prowadza do zdecydowanie rdznych struktur.

2) Baza nie musi by¢ z r6znych atomoéw, moga by¢ te same atomy w réznych potozeniach -
struktura heksagonalna ggstego upakowania. Podobnie bgdzie dla struktury diamentu.

Struktura regularna objetoSciowo centrowana - bee | bee
LK=8.

Przyktady - Na, K, Li

Struktura prosta kubiczna
LK=6

Struktura CsCl

Taka jak bcc, z tym, Zze atom w $rodku sze$cianu jest
inny niz w narozach. Baza dwuatomowa, atomy w
bazie rdzne.

Cs

Struktura NaCl
Dwie podsieci Na 1 Cl - kazda z nich -fcc NaCl @
Wzdhuz kierunku [1,1,1] kolejno warstwy Na i Cl. a o
Dwie sieci przesunigte wzgledem siebie o polowe
gléwnej przekatnej szescianu Na - (0,0,0), Cl - > @
(1/2,1/2,1/2).

Przyktady - PbS, PbTe, PbSe.
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Struktura diamentu ./\ A

Dwie sieci ptasko centrowane, przesunigte wzgledem
siebie o 1/4 gldéwnej przekatne;.

Baza dwuatomowa, potozenie atoméw (0,0,0),
(1/4,1/4,1/4), atomy takie same.

Istnienie bazy dwuatomowe;j i przesuniecie o 1/4
zmienia LK z 12 do 4.

Charakterystyczne tetraedryczne otoczenie atomu.
Trojkrotna o$ symetrii wokot kierunku [1,1,1]. \./
Srodek inwersji (nie w wezle) w potowie odcinka
pomiedzy dwoma sasiednimi w¢ztami na gtownej
przekatne;.

48 elementow symetrii.

Przyktady - diament, german, krzem, o-Sn.

Atomy niebieskie i biale takie same-
struktura diamentu;

Atomy niebieskie i biate r6zne-
struktura blendy cynkowe;j.

Struktura blendy cynkowej. (ZnS)

Podobna do struktury diamentu, z tym ze dwie podsieci sktadaja si¢ z r6znych atomoéw np. Zn
iS.

Istnieje oS trojkrotna, brak symetrii inwersji, 24 elementy symetrii

Przyktady - potprzewodniki grupy III-V (GaAs, InSb) 1 II-VI (CdTe, HgTe).

Struktura wurcytu

Struktura o wigzaniach tetraedrycznych.

Dwie ggsto upakowane sieci heksagonalne przesunigte
wzgledem siebie wzdhuz osi ¢, podsie¢ anionowa i
kationowa.

Bliskie uporzadkowanie takie samo jak dla struktury
blendy cynkowej, daleki porzadek inny - rézne struktury
krystaliczne.

Przyktady: GaN, ZnO, CdS

Struktura wurcytu

3. Wiqzania chemiczne w ciatach stalych

Jesli krysztat zbudowany jest z jednego pierwiastka, sie¢ sktada si¢ z N atomow o liczbie
atomowej Z to mamy ZN elektronow i N jonow.

Wewngtrzne powtoki zamknigte - rdzenie.

Zewngtrzne powtoki elektronowe biora udziat w wigzaniach chemicznych - elektrony z
powtok s,p,d.

Mamy zatem uktad:

N - rdzeni

N:n - elektronéw walencyjnych

Réwnowaga i1 jej warunki dla takiego uktadu stanowia problem fizykochemiczny.
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a) Wiazania metaliczne
Elektrony rozlokalizowane (skolektywizowane) o koncentracji rzedu 10*cm™.
Dodatnie rdzenie + plazma elektronowa.
Same rdzenie odpychaja si¢, z plazma uktad réwnowagi.
Wiazania nieukierunkowane. Najczesciej spotykamy struktury gestego upakowania (fcc lub
heksagonalna).

b) Wiazania kowalencyjne
Wiazania kierunkowe.
Zazwyczaj kazdy z atomow oddaje jeden elektron do wiazania.
Przyktad - wiazanie tetraedryczne dla struktury diamentu

Maks. prawd.
|y |? / znal. elektronu

Polozenie atomu

Maksimum ggstosci prawdopodobienstwa znalezienia elektronow walencyjnych w §rodku
odleglosci migdzy atomami.

W czwartej grupie (C, Ge, Si, a-Sn) kazdy atom oddaje 4 elektrony walencyjne do wigzan;
wiazania czysto kowalencyjne.

¢) Wiazania jonowe.
Sity kulombowskie. Typowy przyktad NaCl. Elektron przechodzi od Na do Cl i tam jest
zlokalizowany.

[l 1

-

; a
£ b

Na~ CI Na (T

Jonowos$¢ wigzania

Nie ma idealnych wiazan jonowych, przyczynek kowalencyjny
Przesunigcie rozktadu gestosci elektronowej informuje o jonowosci wigzania.
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d) Wiazania Van der Vaalsa
Powtloki atomowe zamknigte - wigzania stabe, bardzo niskie temperatury krystalizacji. Np.
Krysztaty gazow szlachetnych

4. Opis stanow elektronowych w ciele stalym

a) Teoria Drudego.

Teoria opisujaca przewodnictwo elektryczne zwiazane ze swobodnymi elektronami.
Teoria Drudego powstata zaraz po odkryciu elektronu.

v, e-E e-l
o=n-e-y=n-e—‘“+=n-e——r=n-e——

E mE mv
gdzie: p- ruchliwosé, tzn. predkos¢ unoszenia v, w jednostkowym polu elektrycznym, t - czas
pomiedzy rozproszeniami, / - Srednia droga swobodna pomigdzy zderzeniami, v - $rednia
predkos¢ elektronow.
n - koncentracja elektronow , mozna zna¢ z doktadnoscia do rzgdu wielkosci
v - mozna oszacowaé z termodynamiki (1/2 mv*=3/2 kgT)
G - mierzymy
W ten sposob mozna oszacowaé dla czystych metali droge swobodng elektrondow / ~5x10°m
w temperaturze 300K (dla T=4K /~ Icm)
W oparciu o fizyke klasyczna spodziewamy si¢ drogi swobodnej rzedu odlegtosci
migdzyatomowe;.
Modele klasyczne czgsto uzywane w innych dziatach fizyki sa trudno stosowalne w fizyce
ciala statego.
Bez mechaniki kwantowej ,,przezroczystos¢” krysztatu dla poruszajacych si¢ elektronow jest
niezrozumiata.

b) Mechanika kwantowa w ciele stalym; Podstawy modelu
jednoelektronowego
Zatozenia przyblizenia jednoelektronowego:

Potozenie atoméw sztywno zwigzane z weztami sieci.

Metoda pola samouzgodnionego - sprowadzamy zagadnienie wieloelektronowe do
rozwazania jednego elektronu znajdujacego si¢ w potencjale pochodzacym od jonow w
wezlach 1 pozostatych elektronow.

Potencjal jest periodyczny

V(r)=V(Trar)=V(r+Rn)

Ruch elektronu opisany jest rownaniem Schrodingera.

HY(r,t)=E¥(r.,t)

p> 52
H="—+V()=-——A+V(r)

2m 2m

Operator energii:

E-inl
BPY

ﬁA V(r) |V —'hg‘l’
“om + V(r) |¥Y(r,t)=1i o (r,t)

V(r) - samouzgodniony, zatem niezalezny od czasu.

Mozna zatem rozseparowac ‘P(r,t)
E

-it
Y(r,t)=¥(r)-e 7"
Po podstawieniu otrzymujemy roéwnanie niezalezne od czasu:
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HY(r)=EY¥(r)
Zadanie - znalez¢ W(r).
Co daje periodycznos¢ krysztatu?
¢) Twierdzenie Blocha

Twierdzenie Blocha
Jezeli potencjat jest periodyczny, tzn:

h2

=-—A+V(r)
2m

V(r+R) = V(r)dla kazdego R rozpinajacego sie¢ Bravais
to rozwiazania rownania Schrodingera maja postaé:

an,k (r) = eikrun,k (r)
gdzie u, x(r+R) = u, i(r)

Dowdd:
Tr - operator translacji o wektor R
Tr f(r)=f(r+R)
Jesli y(r) - rozwiazanie rownania Schrodingera o energii E, to Try(r) tez jest rozwigzaniem
tego rownania o tej samej energii bo
H(TRY) = TR H(Tr V) = Ty (HY) = Ty (E¥) = ETR (¥)
Zatozmy, ze stan y(R) jest stanem niezdegenerowanym (przypadek stanow zdegenerowanych
rozwazony jest np. w ksigzce Ziman’a).
Try(r) 1 y(r) opisuja ten sam stan, zatem
Try(r)=c,(R) y(r) i | c,(R) =1
Zatem istnieje funkcja rzeczywista f(R) taka ze
cy(R)=¢™
Poniewaz dla kazdego R1R’:
¢(R+R?) W(r)=Trerp(1)=Tr Troy (1) =c, (R)c, (R)y(r)
HRFR) _ f(R) 1f(R’)_ i[f(R)+(R)]
stad - €
Zatem funkcja f(R) spelnia
f(R+R’)=f(R)+f(R’), oraz {(0)=0
Powyzsze warunki spetnia tylko funkcja liniowa:
f(R)=k R
Zatem dla kazdej funkcji bedacej rozwiazaniem rownania Schrodingera istnieje wektor k taki
ze, Try(r)=e"“y(r)
Oznaczmy zatem nasza funkcj¢ Wy k, gdzie n odroznia rézne funkcje o tym samym k
Zdefiniujmy:
Uy, k()= ™"
TR(un, k)= TR(‘Pn, K e-lkl‘): elkR\Pn’ y e-lk(r+R): \Pn, y e-lkr:un’ K
Zatem WY, x=u,, k(r)e'kr, i Uy, k(1) - funkcja periodyczna
Stany wilasne elektronu w potencjale periodycznym opisuja dwie liczby kwantowe n i k,
gdzie:
k — wektor falowy
n — numeruje rozne stany o tym samym k.
Jak pozniej zobaczymy dane n opisuje pasmo energetyczne.
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Funkcja Blocha
Rozwiazanie rownania Schrodingera postaci

Yo k(r)=u,, k(r)eikr, gdzie u, k(r) - funkcja periodyczna, nazywamy funkcja Blocha.
(Wn, k(r) - nie jest w ogolnosci funkcja periodyczna.)

Ruch elektronu w stalym potencjale

V=const
V jest periodyczne z dowolnym dystansem.
h2
H=-—A+V
2m

2m

7712
(-—A] Y(r)=(E-V)¥(r)

Rozwiazaniem jest fala plaska:

\Pk(r) =elkr
Po podstawieniu do réwnania Schrédingera
nk?
E = +V
2m
Operator pedu
p = —ihV

ﬁ(eikr) _ _ihv(eikr) - ik eikr

Dla statego potencjalu rozwiazania réwnania Schrodingera sa funkcjami wtasnymi operatora

pedu. Ped jest dobrze okreslony, warto$¢ wiasna operatora pedu: p = 7ik (sens fizyczny
wektora falowego k).

Potencjal periodyczny V(r)

Petna funkcja Blocha - W, (1) =u,, K(r)e™, gdzie u,, k(1) - funkcja periodyczna.

k - wektor falowy elektronu, |k | =21/\

Czy funkcja Blocha opisuje elektron o dobrze okreslonym pgdzie ?

Czy p=17k jest warto$cia wlasna operatora pedu.

f)(un’ k(1) eikr) = —ihV(un, k(1) eikr) =—ih (ik Uy k(r)+ Vuy, g (r)) N p (un’ k(1) eikr)
p=7k - nie jest warto$cia wlasna operatora pedu.

p="7k - nazywa si¢ pedem krystalicznym (kwazipedem)
(operator pedu nie komutuje z Hamiltonianem)

d) Rownanie kp
Wiemy ze rownanie Schrddingera z potencjatem periodycznym ma rozwiazania w postaci
funkeji Blocha: Wy, k(r)=u,, W(r)e™, gdzie u,, k(1) - funkcja periodyczna.
Po podstawieniu do réwnania Schrédingera otrzymujemy
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2
(_h_A + V(r)}{’(r, t)y=E¥Y(r,t)
2m

Aup L eikrAun’k +ikeikrVun,k +ikeikrVun’k —kzun’k KT =

= (Aun’k +2ik Vi g~k )z““

2 2 2,2
n 1 j n h.o. h%k
-—Aun’kelkr =e'kr -—A+—Kkp+ }”n,k

2m 2m m 2m

po podstawieniu do rownania Schrédingera i skroceniu czynnika e™":

2 2.2
-h—A+Ekf)+V(r) 1, k() = E—h k 1,k (1)
2m m ’ 2m ’

Jest to tzw. rownanie kp.

e) Tensor masy efektywnej
Jak pokazano powyzej stany w krysztale opisuje funkcja Blocha: Wy, (1) =u,, k(l‘)eikr,
gdzie u, k(r) spetnia rownanie kp:

2 2.2
A V1) e (1) = | BT )
2m m ’ 2m ’

Wiasciwosci réwnania kp:

- Nazwa rownania ze wzgledu na wystepowanie cztonu proporcjonalnego do kp .

- Jest to rownanie na periodyczna czg$¢ funkcji Blocha u,, k.

- Dla k=0 rownanie jest analogiczne jak dla pelnej funkcji ‘P(r), ale rozwiazania
poszukujemy w postaci funkcji periodyczne;j.

- Znajac rozwiazania dla k=0 — rozwiazanie dla dowolnego k stosujac rachunek zaburzen.

- Zalezno$¢ En(Kk) jest funkcja analityczna, zatem funkcja ciagta — pasmo energetyczne.

Zatozmy ze:

- znamy energi¢ dla k=0 - punkt I' (w ogdlnosci dla danego ko)

- znajac energi¢ w punkcie I" rachunkiem zaburzen mozna wyznaczy¢ energie wokot
punktu I'.

2 2.2
Hj :—h—A+V(r), E'= E—h k , H'=£kf)
2m 2m m

||

E'n (k):E'n (O)+H'nn+2m

l#n
. , * , in? *
gdzie: H'yy = [, o (r)H'u 10(Nd3r= —Tk‘[un’o (MVu, o (r)d3r

Ze wzgledu na periodyczno$¢ funkcji u,, catkowanie ograniczy¢ mozna do komorki
elementarnej.

H’,;— liniowa funkcja k, mozna zatem energi¢ n-tego pasma przedstawi¢ w postaci (dla stanu
niezdegenerowanego):

3 3 3 2
E,(K)=E,(0)+ ) ak, + Zz(j—m@.j +b,.ij,.kj +...
i=1

i=1 j=1
Jesli w k=0 (punkt I') jest ekstremum energii (np. minimum), to:
VKE®)|, _o =0
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Z tego wynika ze wspolczynniki a; musza by¢ rowne zeru, zatem nie ma cztonow liniowych 1
(ograniczajac si¢ do drugiego rz¢du rachunku zaburzen) energia jest kwadratowa funkcja k:

ik,
E,(K)=E,(0)+Y m™"y ——
i

gdzie przez analogig do klasycznej zalezno$ci energii kinetycznej od pgdu wprowadzamy
tensor odwrotno$ci masy efektywnej m™’ it
* a * a
hzjuno “io d3rju,0 P d,r

s 2 Z Oox, Ox

m ;=—+—
MG E,-E,

E(k) — forma kwadratowa <> forma symetryczna dwuliniowa.
m'lij - tensor masy efektywnej (symetryczny).
Jesli ekstremum energii jest w punkcie I' (k=0) to powierzchnia statej energii — elipsoida w
przestrzeni k.
Po sprowadzeniu do osi gléwnych:

2( k2 k2 k2
En(k):En(O)+h7[—l+ zZ 3

my mp m3
mi*, my*, my* - | sktadowe” masy efektywnej (masy efektywne dla kierunkéw osi gldéwnych)
Masa efektywna m* w og6lnosci #my.
Taka posta¢ zalezno$ci masy energii od wektora falowego k jest wynikiem wptywu
potencjatu periodycznego na ruch elektronu.
Elipsoida statej energii opisana jest rOwnaniem E,(k)=const.
Dalsze informacje mozemy wyciagna¢ w oparciu o znajomos$¢ symetrii krysztatu.
W przypadku krysztatu jednoosiowego (np. GaN) mamy dla punktu I':

2 (k2 412 k2
En<k)=En<0)+h—{‘ 2,153

* *
m I’I’I”
Powierzchnia statej energii — elipsoida obrotowa.
W krysztale kubicznym, izotropowym — masa efektywna jest skalarem:

n2k?
*
2m

Ey (k)= E, (0)+

W poblizu ekstremum (np. punkt I') mozemy si¢ ograniczy¢ do przyblizenia parabolicznego —

pasmo paraboliczne.

W ogoélnosci w zaleznosci energii od wektora falowego wystgpuja cztony wyzszego rzedu,

ktore zostaty zaniedbane.

W ogélnosci:

Energia elektronu jest funkcja sktadowych wektora falowego k=(k;,kz,ks)

- W zaleznosci energii od wektora falowego wystepuja cztony wyzszego rzgdu, ktore
zostaty zaniedbane — uwzglednienie wyzszych rzedow rachunku zaburzen. Powierzchnia
statej energii w ogdlnym przypadku moze mie¢ skomplikowany charakter
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- Jej ksztatt zalezy od wszystkich pasm
- badanie tensora masy efektywnej — jeden z gtéwnych problemoéw fizyki ciata statego

E A sz

n

AN
NIZAE

Przyktadowa zalezno$¢ energii standw
pasma n od wektora falowego k.

Przyktadowe powierzchnie statej energii w
dwuwymiarowej przestrzeni k.

Dla wigkszych warto$ci wektora k, nie mozna zaniedba¢ dalszych czlondéw

- W powyzszym opisie mozna je uwzgledni¢ wprowadzajac zalezno§¢ m*(E) badz m*(|k|)
— pasmo nieparaboliczne.

- Formalizm jak dla swobodnego elektronu (analogiczne wzory).

- Masa zalezna od pseudopedu, zatem zalezna od predkosci (typ efektow
relatywistycznych)
Analogie dos¢ daleko idace w przypadku pétprzewodnikoéw z waska przerwa
energetyczna.

- Masa efektywna z przyblizenia kp w modelu dwupasmowym
Dla rownania kp mamy.

2 2.2
(-h—A+£kf)+V(r)Junk(r):{E—h k Junk(r)
2m m ’ ’

2m

(H +H e (r) = E'ty ) (7)
2
H= —h—A+V(r), H'= Ekf)
2m m

Uprzednio byto pokazane ze dla ekstremum w k=0, w drugim rze¢dzie rachunku zaburzen:
2
h2k? +h2k2 P

Enk = EnO +
2m 2 TE,0-Epp

gdzie py, = (uz0 [p|uno)
Przyjmijmy, ze odlegtos¢ dwoch pasm (np. pasma przewodnictwa i pasma walencyjnego) jest

istotnie mniejsza od pozostatych — model dwu-pasmowy.
Oznaczmy |E| - E;|=E,

Dla tych pasm mamy:
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2
2,2 22,21(p 2,2
nk?  n’k ‘ 1,2‘ n°k
Eyg =Exo + t— =Lz *
2m m Eq 2my
E,m
gdzie m} =—" >= £ 5
n 2‘!’1,2‘ E i 2‘?1,2‘
mEgq g m
) . . . .
Przez poréwnanie widac, ze o odpowiada energii kinetycznej w modelu prawie
m
swobodnych elektronow (patrz str. 32).
2
oo 2 , y N
Wielkos¢ E |, = — dla typowych potprzewodnikow grupy III-V 1 II-VI jest rzedu 10-

20eV, podczas gdy E, jest w zakresie od utamka badz 1eV.
Zatem z dobrym przyblizeniem:

*
m+ Eg

m EgiEp
1 np. dla pasma +
%
me Le
m E

p

Zatem w modelu dwupasmowym m* silnie (liniowo) zalezy od przerwy energetyczne;j.

W praktyce jest to stuszne dla pasma przewodnictwa w typowych potprzewodnikach. Pasmo
walencyjne ma strukture bardziej skomplikowana i nie daje si¢ tak prosto opisac.

- Polprzewodnik z waskg przerwa energetyczng

W sytuacji, kiedy rozwazane energie w pasmie staja si¢ porownywalne z energia przerwy
energetycznej to musimy w sposob bardziej bezposredni uwzgledni¢ efekt zburzenia H’. W
takiej sytuacji, w modelu dwupasmowym szukamy rozwiazania postulujac funkcjg falowa w
postaci:

Y = (auy, +buc,0)e"kr , gdzie uy o1 uc o funkcje Blocha dla pasma walencyjnego i

przewodnictwa dla k=0. (Formalnie — dokonujemy rozwinigcia funkcji falowej ¥ w bazie
standw wlasnych Hamiltonianu dla k=0 i pomijamy w zerowym przybliZzeniu przyczynki od
innych pasm).
¥ spetnia rownanie Schrodingera
HY =FEY
Zatem spelnione jest takze
(10 | £) = E(u 0| ¥)
(e | H¥)=Euco|¥)
*
E-E nkP
Zatem: m 1=0
kP E -E
m
gdzie E. i E, — energie dna pasma przewodnictwa i walencyjnego, P = (u, [p|u, ).

Jezeli wybierzemy skalg energii tak ze E,=0, to

1 Ec ' n2k2P?
2 2 2
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W bardziej zaawansowanych modelach uwzglednia si¢ przyczynek od pozostatych pasm
stosujac w ramach rachunku zaburzen tzw. transformacj¢ Lowdin’a (P.O. Lowdin, J. Chem
Phys.19,1396 (1951), E. O. Kane, J. Phys. Chem. Solids 1, 249 (1957), P. Pfeffer and W.
Zawadzki, Phys. Rev. B 53, 12813 (1996))

5. Kwasi-klasyczny opis elektronow w ciele stalym

a) Predkos¢ grupowa elektronowej paczki falowej
Jezeli uwzglednimy zaleznos$¢ funkcji falowej od czasu to funkcja Blocha ma postac:
W, (1) = e ® Yy, (1), gdzie o=E/.
Elektron opisany ta funkcja falowa jest w pelni zdelokalizowany, prawdopodobienstwo
znalezienia w kazdej komorce elementarne jest takie same
[k OF, O d3r = [, " Oup (0 d3r
Q Q
Utworzmy paczke falowa ze stanow bedacym otoczeniem stanu o wektorze falowym K.

. A
2 3

P(r,0) =4 [uy )" ® sk
Ay

Catkujemy po wszystkich k z otoczenia kg — sze$cian o boku 2Ak.
Paczka falowa nie jest funkcja wlasna Hamiltonianu.

k:ko‘f‘g
Energia jest ciagta funkcja k, zatem:
ok)=wk,)+V, o-E+..
Cl)(k()):(x)o

Zaktadamy:
funkcja uk(r) — jest szybkozmienna funkcja r ale jest wolnozmienna funkcja k.

W(rs) = Auy, (r) Iei[(kg+é;)r—(a)0+ka~§)t]d3§ = duy, (r)ei[kor—wof] Jei[gl’—vkw'éf]d3§
Ay Ay

(re) = duy, (r)e"[“ﬂr“"of] eJjeJ,ye;
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y 0w
gdZier=J.€ J dé]

—-Ak
2sin Ak[xl. - aa)t}
J = Ok, _sina sin o/a.
;= =
a
Akl x. — a—a)l‘
J ak/

¥(r,t) mam maksimum tam gdzie J; ma
maksimum.
Warunek dla maksimum:

ow
Xj—— =0

ok;
lub
r-V K@t = 0

Po zrézniczkowaniu tego rownania po czasie dostajemy wzor na predko$¢ poruszania si¢
paczki falowej - predko$é grupowa elektronu w krysztale:

V=Vka) =V =%VkE(k)

Whioski:

- Predkos$¢ grupowa elektronu zalezy od struktury pasmowe;j

- W potencjale periodycznym elektron porusza si¢ ze stata predkoscia (nieskonczona droga
swobodna)

- Skonczona droga swobodna w realnych krysztatach wiaze si¢ z odstgpstwami od
idealnego potencjatu periodycznego — defekty punktowe, drgania termiczne, dyslokacje,
btedy utozenia itp.

- Kierunek predkosci jest prostopadty do powierzchni stalej energii.

Pasmo paraboliczne:

h
En(k)zEn(O)+7£—l*+ 2,3

mp  mp m3
ki ky k3
V:F{ * 2 k7 sk
mp mp mj3

W ogo6lnosci w przyblizeniu parabolicznym mozna zapisac:

—*
m v=hk

Mozna to uog6lni¢ wprowadzajac pojgciec masy pedowej:

mi*.l 8_E = hk,
h\ Ok,

1=1,2,3 wspotrzedne dla osi gtownych.
L1 (o8
m;, h’k \ Ok,

1

Mase¢ pedowa mozemy wyznaczy¢ doswiadczalnie badajac zachowanie elektronu w polu
zewngtrznym.

wersja: PFP_06f.doc 2009-09-17 13:39 26



Podstawy Fizyki Polprzewodnikow 2007/2008, Prof.- Roman Stepniewski

b) Elektron w polu zewn¢trznym

Zatdézmy, ze zostala przylozona zewngtrzna sita dziatajaca na elektrony znajdujace sig¢ w sieci
krystalicznej.
Jesli elektron porusza si¢ z predkoscia v (predkosé grupowa) to praca wykonana w jednostce
czasu roéwna si¢ zmianie energii elektronu w tym czasie:
F-V:i(Fs):d—E:VkE(k)-%:th

dt dt dt
Poniewaz jest to spetnione dla dowolnej predkosci v, zatem:
F =7k - zmiana pseudopedu w czasie.
Jest to prawdziwe niezaleznie o rodzaju sity (pole elektrycznego, sita Lorentza):
F=¢q(E+vxB)
Zatem wektor hk —spelnia to samo réwnanie co ped dla elektronu swobodnego (drugie prawo
Newtona).
Uwaga - sila F jest sila zewngtrzna. Na elektron dzialaja sity oddzialtywania rdzeni 1
elektrondw, ale to juz zostato uwzglednione dajac m*.
Zapiszmy inaczej rownanie Newtona:

a—V—il
dth

ViEK) =+ Vi VKE®K)-k =hl2vkvkE(k).F

Roéwnanie to daje nam definicje tensora odwrotnosci masy efektywnej (,,krzywiznowe;j”) dla
dowolnej wartos$ci wektora k:

02E  0%E 2E
k2 Okioky  Oki0ks

11 02E  9%E o2E

==—5VkVkEKk)=

m 2 Okpdky  ok,2  Okpdks

02E  0%E 2K

2

Ok3oky  Ok3dky ok

Tensor ten jest symetryczny. Dla punktu I' (k=0) jest on tozsamy z tensorem odwrotnosci
masy efektywnej wprowadzonym przy omawianiu zaleznosci E(K).
Jesli tensor ten sprowadzimy do osi gtéwnych to jest diagonalny:

1
- 0 0
my
m=| 0 1*0
ma
ooi*
m3

Dla krysztatéw regularnych dla punktu T, k=0: m =m" -1 , gdzie m* - skalar.
W przypadku pasma parabolicznego:

- masa efektywna pgdowa (z zaleznos$ci predkosci od k)

- masa efektywna ,.krzywiznowa” (z zalezno$ci przyspieszenia od sily)

sa identyczne.

W og6lnym przypadku sa one rézne.

6. Rownanie masy efektywnej

Wprowadzone powyzej pojgcie masy efektywnej opierato si¢ na rozwazaniach dotyczacych
zachowania paczki falowej, wykorzystujac wprowadzenie pojecia predkosci grupowe;.
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Rozwazania te mozna uogo6lni¢ wprowadzajac formalizm masy efektywnej (Effective Mass
Approximation - EMA) .
Zgodnie z nim:

dla rdbwnania Schrédingera w postaci:
2
[—h— A+V(r)+ U(r)}l‘(r) =EY¥Y(r)
2m

dla ktorego:
V(r) — potencjat periodyczny sieci krystalicznej
U(r) — potencjat wolnozmienny w obszarze komorki elementarnej (np. potencjat
domieszki)
U 0(r) - Tozwigzania rownania dla U=0, k=0
En(K) — energie dla U=0 (funkcja analityczna)

rozwigzaniami dla n-tego pasma sa funkcje w postaci:

W(r) =D, (r)-uyor)
gdzie @y(r) spehnia:

[E,(-iV)+U®m)]@,(r)=E®,(r)

Funkcje ®@,(r) nazywamy funkcja obwiedni (envelope function).
Dla pasma sferycznego, parabolicznego:

Ek)=E,(0)+ h;kz

*

[ " (~iV)? + U(r)j@(r) =[E-E,(0)]0,(r)
2m*

*

[— " A+U<r>)®n(r>=[E—E,, 0], 1)
2m

Jesli U=0

D, (r)= eikr

n2k?

om”

Sens fizyczny funkcji obwiedni: kwadrat jej modutu okresla prawdopodobienstwo znalezienia

elektronu dla danej komorki elementarne;.

dla U=0 — funkcja ®,(r) jest fala ptaska; prawdopodobiefnistwo znalezienia elektronu w kazde;j

komorce jest takie samo’

dla U(r)#0 — funkcja ®@,(r) nie jest fala ptaska; prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w
kazdej komorce zalezy od postaci U(r) 1 jest rozne dla réznych komorek
elementarnych.

Np. potencjal kulombowski powoduje lokalizacje elektronu w poblizu centrum.

Przy znajdywaniu prawdopodobienstwa znalezienia elektronu trzeba ®,(r) usrednia¢ w

obrgbie komorki elementarne;.

Przyklad zastosowania formalizmu masy efektywnej zostanie podany dla opisu plytkich

stanow domieszkowych.

E=E,(0)+

* J. Luttinger and W. Kohn, Physical Review 97 ,869 (1955)
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7. Struktura pasmowa stanow elektronowych.

a) Model elektronow prawie swobodnych*
2
H=-1292 pm)
2m
HY =EY
V(r+R)=V(r)dla R esieci Bravais
Rozwijamy potencjal V(r) 1 cze$¢ periodyczng funkcji Blocha w szereg Fouriera.

V()= Vye's"
g

h h
Po podstawieniu do rownania Schrodingera

n* 2, i(h+k)r i(g+h'+k ) i(h+k )r
22—(k+h) bhel +ZZnghv "8 r :Ekthel

h <™ h g h
W drugim wyrazeniu zostat zmieniony wskaznik sumowania h na h’.
Podstawmy g+h’=h, zatem h’=h-g.

z%(k +h)2 bhez(h+k)r i zz ngh—g ez(h+k)r = By zbhez(h+k)r
h h g h
Poréwnujac czynniki odpowiadajace tym samym sktadowym fourierowskim mamy:

2
h
E(k +h)2 bh +2ngh—g =FEy by
g
Niech:

hZ
Elf+h = (k+h)2
2m

(Ek - Elih -V ) by — Zngh—g =0 (*)

g=0

Zastosujmy rachunek zaburzen:
0 ) "
Ek = Ek +Ek +Ek +...

by =bg +by b "+

0) Przyblizenie zerowe

Vg:O
(EC-ES, )t =0
h#0= by =0

0

k+g =0 - ten przypadek zostanie

.. SSRT C . ;e -0
(Nie jest to prawda jezeli dla jakiego$ g* E, - E
rozwazony pozniej)

- 0_
h=0= b, =1

* Brillouin (1930)
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W zerowym przyblizeniu:
nk’?
2m

I rzad rachunku zaburzen (zostawiamy w réwnaniu (*) wyrazy co najwyzej pierwszego rz¢du
wzgledem zaburzenia)

(B + B~ EL, ) (b0 +0,) -3 7,b° =0

g#0

0 S 0 ik
E'=ES = B

Z zerowego przyblizenia: bl?_ o =Ohg

Zatem dla h=0

DV’ =0,bo b’ =0

por -g -g
(Ek'—VO)(b8+b0'):o = Ex'=Vp

dla h#0

0_ .0 , _
(Ek ~Exin )bh ~Vh =0
Vh
0 0
Ex ~Exin
IT rzad rachunku zaburzen (zostawiamy w rownaniu (*) wyrazy co najwyzej drugiego rz¢du
wzgledem zaburzenia)

0 1 " 0 0 ) " 0 !
(Ek + Ex'+ Ex"~Ep p —VO)(bh +bp'+bp )— ZOVg(bh—g +bh—g] =0
g+

bp'=

Po przeksztatceniu i pominigciu czynnikéw wyzszego rz¢du wzgledem zaburzenia niz I1
mamy:
(B2 + BB~ V) (B0 48, )+ BB =SV b0 =S Wby, =0

g#0 g#0
—

Wykorzystujac wynik I rzedu rachunku zaburzen:
10 '
E"bp — Y Vg bhg =0
g0
Dla h=0
" VeV ¢ ‘Vg‘z
R M e D
g20 Ey —Ey o gr0 By —Ep

(w ostatnim wyrazeniu dokonano zamiany wskaznika —g na g)
Korzystajac z wyrazenia E\” otrzymujemy wzér na energie stanéw elektronowych w drugim
rzedzie rachunku zaburzen:

2
E, :ﬁk2 +V, —2—’? JV;‘
2m h” = g +2gk
Musimy liczy¢ inaczej gdy dla pewnego g’ pojawia si¢ osobliwo$¢ w mianowniku
powyzszego wyrazenia.
g?+2g'k~0 (warunek Bragga)

Stosujemy rachunek zaburzen jak dla stanow zdegenerowanych.
Z rownania (*) dla h=0 i h=g’ w przybliZzeniu zerowym
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(B — 0~ ) bg —V_gbg =0
0
(Ek _Ek+g' —Vo)bgv —ngbo =0

Mozna zapisa¢ powyzszy uktad w postaci macierzowe;j:

(Ek ~E) —VO) —V_g {bo}_m
o -
Vg (Ek “Eyig _VO) by | 0

Rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest:

ST
Eig =Vo+ 5 B+ B )£ 1Bk ~ Bl +4‘ ‘

W szczegolnoscei dla |k +g| =|k|
Ei =Vo+Ey %[V

Przykiad: 1 wymiar

Okolice punktu &y ==,
a

. 27
g=-— Eky =Eky+g'

k=k0+;(:£+)(
a

2 2
O A e

Rozwijajac dla matych x

. R (% Y2z 1
rre (&) bl 15(%]HWZ

Dla =0 pojawia si¢ przerwa energetyczna
Eg=2V|

e 2
Wprowadzmy E| :2—(—j
m

a
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+ g X
E, =FEygt——+
4 0 2 2m
4Eq
1i§ |
|
E h2 2
E:=E+—54+- % |
2 2m,
* mE
m, = 1;& == 4Ej I

dla Ee>>E, - warunek rachunku zaburzen
Whnioski: I
- na granicy strefy Brillouin’a pojawia sig¢ przerwa I
energetyczna. ]

1

2V

-

- pasma rozdzielane przerwa energetyczna maja

ekstrema - l

- masa efektywna dla obu pasm jest rozna 5}

- E¢>E, (warunek stosowalno$ci rachunku
zaburzen), zatem

signmy =—signm_ ; masy efektywne maja rozny
znak.

I . . Brillouin’a
- warto$¢ m. zalezy od stosunku energii

i
a

Model prawie swobodnych elektronow —
przerwa energetyczna na granicy strefy

kinetycznej Ey do energii potencjalnej E,.

- jesli przerwa energetyczna (energia potencjalna) E, mata to masy efektywne m:" rowniez

male, zatem m*(Eg) — bardzo wazny wynik

Dwa rozwiazania dla potencjatu periodycznego odpowiadajace k=mn/a: lewa strona
rozwiazanie z energia nizsza, prawa strona rozwiazanie z energia wyzsza

b) Pasmo energetyczne.
Wiasciwosci E(k)

Hy =Ey

o, W(r)=un, (1)e™, En(k)

Zbadamy wilasciwosci E, (k)

Dla funkcji sprz¢zonej mamy :

Hy*=Ey*

Zatem ¥, k(r)*=u,, k*(r)e'ikr jest rozwigzaniem o energii E.

(W ogolnosci, jezeli uwzglednimy spin E, +(-k)=Eni(K) )
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Niech g=2nR*

—igr _igr _ikr i(k+g)r

an,k = un,k e e e :un,k+g e
—_—

En(k+g)=E.(Kk) -funkcja periodyczna
Dla jednego wymiaru prowadzi to do nast¢pujacego obrazu:

E

|
b2 n >

= =k

a
¢) Strefy Brillouina
Dla jednego wymiaru (jeden stopien swobody) mamy pasmo energetyczne opisane dwoma
liczbami kwantowymi (n, k) dla k rzeczywistego (za wiele liczb kwantowych).
Warunek periodycznosci pozwala nam na ograniczenie rozwazan nad przebiegiem E(k) do

\ E/’
/

\
I\ II
I‘ ',<I
I\II
I\II
| N7 |
| |
N Ay

TV
| |
|

N

7T |O ' 21 K

— | —_
a a a
: T T : T
przedzialu —— < k < —. Jest to tzw. pierwsza strefa Brillouine’a.
a a
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Wybor §rodka rozwazanego przedziatu jest dowolny, zwykle srodek w k=0, wytacznie sprawa
wygody. Kazde rozwiazane dla k spoza niej mozna przedstawi¢ jako rozwiazanie z I strefy
Brillouine’a.

d) Struktura pasmowa dla sieci krystalicznej tréjwymiarowej
Dotychczasowe rozwazania dotyczace sieci jednowymiarowej mozemy uogolni¢ na
przypadek sieci trojwymiarowe;.

Przypomnijmy zasadnicze cechy jakie spetnia zalezno$¢ E,(k):
Parzysto$¢ — E,(k)= En(-k) (przy zaniedbaniu spinu)
Periodycznos¢ - En(k)= En(k+2nR*)

gdzie R*=m1a1*+ m2a2*+ m3a3* - wektor sieci odwrotnej
Zatem znajomos$¢ zaleznosci E, (k) w obszarze prymitywnej komoérki elementarnej siect
odwrotnej (powigkszonej 27 razy) daje nam peitna informacj¢ o strukturze pasmowe;.
Tradycyjnie wybieramy komorke sieci odwrotnej w postaci komorki Wignera-Seitza. Jest to
tzw. pierwsza strefa Brillouina.

e) Konstrukcja I strefy Brillouina
Przypomnijmy definicj¢ komorki Wignera-Seitza:
Komorka Wignera-Setza - zbior punktow przestrzeni, ktérych odleglos¢ od danego punktu
sieci jest nie wigksza od odlegtosci od wszystkich innych punktow sieci.
Jako srodek komorki wybieramy punkt k=0.
Dla kazdego punktu sieci G=2nR* znajdujemy ptaszczyzng¢ oddzielajaca punkty znajdujace
si¢ blizej punktu k=0 niz punktu G.

kq— wektor z granicy strefy Brilloina.
Rzut tego wektora na wektor G jest rowny potowie dtugosci wektora G.
Zatem wektory granicy strefy Brillouina spetniaja:
ko G H
6 2
Biorac kolejne punkty sieci odwrotnej Bravais (*2m) z otoczenia punktu k=0 konstruujemy w

przestrzeni wektora Kk pierwsza strefe Brillouin’a.
I
|

-2nR* G=2nR*

:()i

Wektory granicy strefy spetniaja:
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2k, -G =G’
G> -2k, G=0
2 2 2
G> -2k, G+k, =K,
2 2
(k, -G) =Kk,

Zdefiniymy k'=k, -G

Wektor k” wyznacza nam punkt przeciwleglej granicy strefy odpowiadajacy punktowi K.
Wektory k i k* odpowiadaja dwom réwnowaznym punktom z granicy I strefy Brilloin’a.
Eq(Kg)=En(k’)

| =

k-k'=G

Ak =G - warunek dyfrakcji Laue’go

Stany z granicy I strefy Brilloin’a odpowiadaja elektronowym falom stojacym

Przyktady
1) sie¢ kubiczna

Wektory prymitywne sieci prostej wybieramy w kierunkach typu [001], stata sieci — a.
Wektory sieci odwrotnej:

% 1 * 1 * 1
R, I[—,O,Oj; R» 2(0,—,()); R; =(0,0,—J
a a a

Pierwsza strefe Brillouin’a stanowi szescian o boku 2—7[; punkt k=0 znajduje si¢ w srodku
a

szescianu.

2) sie¢ kubiczna plasko centrowana

» bec

fcc

Komorka elementarna — sze$cian o boku a
Wybieramy wektory prymitywne postaci:

a a a a a a
a) = 05_3_ ,ay = _aos_ ;a3 = _5_90 )
1(2zj2(2 2j3(22j
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Wyznaczmy wektory sieci odwrotne;:

a a a2 a2 a2 a3
@y 0o = Ty

Ry = L) RS =L (1-10); RE = L(1-1);
a a a

Siecia odwrotna do sieci FCC jest sie¢ BCC

Wyznaczmy ksztalt I strefy Brillouin’a.

Najblizsze wezty znajduja si¢ na kierunkach
typu [111] w odleglosci £
a

Odpowiadajace im wektory wyznaczaja
ptaszczyzny (prostopadte do nich) bedace
granicami strefy Brillouin’a. Tworza one
o$mioscian foremny.

Kolejne atomy znajduja si¢ na kierunkach

typu [100] w odleglosci L Odpowiadajace
a

im plaszczyzny tworza szescian.
Pierwsza strefa Brillouin’a — czternastoscian

— wynik przenikania o§mio$cianu i sze§cianu.

8. Stany elektronowe atomowe a
stany w krysztale:

Stany atomowe klasyfikowane sa poprzez
przynaleznos¢ do kolejnych powlok
elektronowych: 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d ...

I strefa Brillouina dla strukturu regularne;j
powierzchniowo centrowanej. Punkt I' znajduje
si¢ w $rodku strefy. Punkty typu A na
kierunkach typu [100] z punktem X na granicy
strefy; punkty typu A na kierunkach typu [111]
z punktem L na granicy strefy. Zauwazmy ze
punkty K i U r6znia si¢ o d siebie o sieciowy
wektor falowy (w kierunku [111]) sa zatem
rownowazne. Linia UX rownowazna jest
przedtuzeniu linii I'K poza I strefg¢ Brillouina.

W krysztale stany te ulegaja modyfikacji wskutek wzajemnego oddzialywania (patrz dodatek
»Metoda ciasnego wiazania” str. 71). Powoduje to nast¢pujace zmiany:

- Energia poszczegdlnych standéw moze ulec zmianie.

- Degeneracja standw nizsza niz w atomie — rozszczepienia w polu o symetrii grupy

punktowe;.

- Pewne wlasciwosci zostaja zachowane i méwimy o stanach o symetrii ,,s”, ,,p” ,,d” ...
sens — transformujg si¢ tak jak stany atomowe o danej symetrii.

- Mbodwienie o ,,genetyce” stanow w pasmowych w z konkretnych stanéw atomowych w
krysztale ma ograniczony charakter — silne domieszki innych stanéw np. stanéw d do

stanow p.

- Poziomy moga krzyzowac si¢ — inny porzadek w krysztale niz w atomach.
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EA

r
9. Struktura pasmowa typowych polprzewodnikow.

a) Polprzewodniki grupy IV i zwiazki polprzewodnikowe
Typowa struktura wierzcholka pasma walencyjnego

W polprzewodnikach grupy IV (Ge, Si,) i zwiazkach potprzewodnikowych grup A"BY
(GaAs, InAs, InSb, GaP, GaN) i A"BY! (CdTe, CdSe, CdS) maksimum pasma walencyjnego
znajduje si¢ w punkcie I' 1 jest zbudowane gltéwnie ze standow typu p anionu. 6-cio krotna
degeneracja ulega zniesieniu wskutek oddzialywania spin-orbita (wigcej na ten temat bedzie
dalej). Dla potprzewodnikéw krystalizujacych w strukturze wurcytu (GaN, CdS, CdSe)
wystepuje dodatkowe rozszczepienie pasma walencyjnego wynikajacego z symetrii osiowej
tych krysztalow, tzw. oddziatywanie pola krystalicznego(crystal field)

Pasmo przewodnictwa:

German — 4 réwnowazne minima w punktach L strefy Brillouina (takich punktow jest osiem
ale przeciwlegte pary sa r6znia si¢ o wektor sieci odwrotne;j).
Krzem — 6 rownowaznych miniméw w punktach typu A w poblizu punktéw X
Pétprzewodniki grup A"BY (GaAs, InAs, InSb, GaN) i A"B"' (CdTe, CdSe, CdS) -
minimum w punkcie I'.

b) Stopy polprzewodnikowe (krysztaly mieszane).
Przyktad Ga, <AlxAs — krysztat mieszany x*(AlAs) + (1-x)*GaAs
W podsieci kationowej mamy losowo roztozone atomy Ga i Al.
Nie ma symetrii translacji.
Przyblizenie krysztatu wirtualnego (VCA — virtual crystal approximation):
Do opisu, w pierwszym przyblizeniu stosujemy “’potencjat usredniony”
V()= x5V 10 () + (1= )V g, ()
Réznice pomigdzy prawdziwym potencjalem ciasnego potencjatem ,,wirtualnym” (potencjat
stopowy) uwzgledniamy w rachunku zaburzen.

10.  Kwaziczqstki w ciele stalym

a) Warunki periodycznos$ci Borna-Karmana
- Krysztat nieskonczony = twierdzenie Blocha = struktura pasmowa krysztatu
- Krysztat nieskonczony = nieskonczona ilos¢ standéw, klopot z normalizacja funkcji falowe;.
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- Krysztat skonczony = mozemy wprowadzi¢ warunki brzegowe — funkcja falowa znika na
koncach krysztalu = fale stojace — trudnosci z opisem dynamiki na falach stojacych.

- W realnych krysztatach droga swobodna elektronu jest mata w porownaniu z rozmiarami
krysztalu

- Szukamy takiego podejscia, ktére dla krysztatu skonczonego (skoficzona ilo$¢ stanow)

zapewni warunek periodycznosci (prawidtowy opis struktury pasmowej).

W jednowymiarowe;j sieci — zamknigcie tancucha w pierscien — zapewniona 1 periodycznos$¢ i
skofczona ilo$¢ stanow.
W dwuwymiarowej sieci — dwuwymiarowy torus (powierzchnia pierscienia)

Roéwnowazne jest to periodycznosci z duzym okresem L.

Dla przestrzeni trojwymiarowej wprowadzamy dodatkowe warunki brzegowe jakie maja
spetnia¢ funkcje falowe.

Warunki periodycznosci Borna-Karmana

‘I’(r+Ljaj)p:‘P(r) =123

L; — liczby catkowite (w ogo6lno$ci rozne)

Zatem funkcja Blocha musi spetniac:

up (0™ =uy (r+ Ljaj)e™ ™M =y ()™M dlaj=1.23

co prowadzi do ST 1 dla j=1.2.3
czyli wektor k musi spetniac:

n:
kaj = 27Z'L—j; gdzie nj- cakowite,dla j=1,2,3
J
Jezeli wektor k roztozymy na sktadowe uzywajac jako bazy wektorow jednostkowych sieci
odwrotnej, to

* * *
k=kjay +kray +kzay
z definicji tych wektorow (ai -a j* = 5,-j) wynika ze:
ka, =k, zatem

2m, . 2m, . 2m, .
k=—"'a +—2a,+—a,
L 1 L 2 L 3
Zatem dozwolone stany k stanowia dyskretna sie¢ punktéw roztozonych rownomiernie w
przestrzeni wektora falowego — stala gestos¢ standw. Komorke elementarng sieci odwrotne;j
(powigkszong 2n razy w kazdym kierunku) wypetnia L;-L, L3 takich punktéw - liczba stanow

W pasmie.

b) Gestos¢ stanéw w przestrzeni wektora falowego k
W obszarze krysztatu wyznaczonym warunkami brzegowymi Borna-Karmana znajduje si¢
L;-L,-Ls-komorek elementarnych. Taka sama jest ilo$¢ standéw w pojedynczym pasmie. Zatem
gestose stanow w przestrzeni wektora falowego jest stata i wynosi:

Li-Lyr-L . . . r 1 .o .
plk) = % , gdzie V’ — obje¢tos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej (x2m).

V'= (27[)3 ai(a; xag)
an Xa an Xa az xa a1 xXa

al o 2783 ApxA3 v A3XAp v A1X3)
(ap xa3)ag Vel Vel Vel

wersja: PFP_06f.doc 2009-09-17 13:39 38



Podstawy Fizyki Polprzewodnikow 2007/2008, Prof.- Roman Stepniewski

(22)?

v=(r) a;(a; Xa§)= (azxaz)-flag xay)x(ag xaz)]

el

Wykorzystujac: ax(bxc)=b(a-¢)-c(a-b) mamy:

V'= (2”3)3 (azxa3)-farl(az xagaz]-az[(az xarJas |
el

Vel
Zatem gestos¢ stanow

Li-Ly-Lj _ Li-Ly-L3Vy _ Vkryszt.

pk) = , =
4 (27)° (27)°
Jezeli liczymy ggstos$¢ stanow na jednostkowa objgtos¢ to:
p(k) =
(27)°

Gestos¢ standow w przestrzeni wektora k jest wielko$cia stata i niezalezng od struktury.
Analogicznie, dla uktadow o obnizonej wymiarowosci, dla przestrzeni o wymiarze 112
otrzymamy:

1 1
Pop (k)= W » Pip (k)= g

¢) Efekty spinowe
Gestos¢ stanow przy zaniedbaniu dodatkowego stopnia swobody - spinu

1
p(k) =
(2n)°
Jezeli uwzglednimy spin to stanéw jest dwa razy wigce;.
zatem :

®) 2 1
p = =
(27) 3 453

Funkcja falowa zalezy od zmiennych: przestrzennej - r i spinowej - ¢
Jesli nie ma sprz¢zenia migdzy r i o:
¥(r,0) = o(r) x(c)

W rzeczywistosci istnieje sprzezenie spin-orbita i rOwnanie Schrédingera przyjmuje
przyblizona postaé (z rozwinigcia rGwnania Diraca):
(H+Hyo)¥(r,0) =E ¥(r,0)
gdzie Hj, - czton typu relatywistycznego, poprawki do energii ~ 1/c.
h2
Hg, = )2 c[Vpr]
mc)

0 1 0 —i 1 0
6=(0y, Oy, Gy) G, = Lo ;0 = ;0 ; 0, = 0 -1

W ciele stalym poprawki te okazuja si¢ by¢ bardzo istotne:

dla dowolnego k stany T i { beda w ogdlnosci rozne

znosi degeneracje niektorych stanow

proporcjonalne do V'V - duzy dla cigzkich jonow; np. dla Te wigkszy niz dla Se czy S, dla Si
mniejszy niz dla Ge
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Jesli stan jest o symetrii S tzn. L=0 nie ma rozszczepienia so. Dla stanow P (L=1) wystepuje
rozszczepienie na stany o J=3/2 1 J=1/2.

W przypadku Ge, Si i zwiazkéw potprzewodnikowych III-V czy II-VI pasmo walencyjne
zbudowane gtownie ze stanéw atomowych P atoméw V lub VI grupy. Pasmo ulega
rozszczepieniu na skutek oddziatywania so.

s-0=0 AE s-020 AE
— — ’k - _ ’k
A SO
- E
Bez spinu E(k)=E(-k) s-0=0 A
Jezeli uwzglednimy spin E+(k)=E|(-k)
%

d) Klasyfikacja metali i niemetali a struktura elektronowa
Bez uwzglednienia spinu - jesli jest N komorek elementarnych to kazdemu stanowi
atomowemu odpowiada N miejsc na elektrony.
Jesli uwzgledni¢ spin to mamy 2N miejsc w kazdym z pasm.

2N 2N

1]

Jesli na komoérke przypada nieparzysta ilo$¢ elektrondw to mamy metal. Oprocz pasm
catkowicie zapetnionych mamy pasmo zapekione cz¢sciowo. Wystarczy dowolnie mata
energia do przeniesienia elektronu do wyzszego stanu energetycznego.

Jesli na komorke przypada parzysta ilos¢ elektrondéw 1 pasma nie zachodza na siebie to mamy
niemetal. W T=0 mamy pasma catkowicie zapetnione i catkowicie puste. Niemetale dzielimy
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na izolatory 1 péiprzewodniki w zaleznosci od wielkos$ci przerwy energetycznej oddzielajace;
najwyzsze pasmo catkowicie zapetnione od pierwszego pustego. Granica ta jest umowna (ok.
5eV).

Czasami dla parzystej liczby elektronéw przypadajacych na komoérke elementarng mamy
przypadek zachodzenia pasm na siebie. Wtedy mamy metal. Np. metale II grupy.

Tej samej wartosci energii E odpowiadaja elektrony z dwu réznych pasm (r6zne masy
efektywne 1 predkosci).

T
[

Aby stwierdzi¢ czy w danym przypadku mamy metal czy niemetal trzeba okresli¢:
ilo$¢ atomoéw na komorke elementarng

struktur¢ pasmowa tzn. zalezno$¢ E(k)

czy pasma zachodza na siebie czy nie.

¢) Wlasnosci pasm calkowicie wypelnionych
Aby okresli¢ wktad wszystkich elektronéw z danego pasma do danej wielkosci fizycznej f(k)

(np. ped, predko$é) lub jej warto$é srednia, musimy liczy¢ sumy po ok. 10?2 wektorach strefy
Brillouin’a (catkowita liczba stanow odpowiada liczbie atoméw).

1
(f)= Z,f(k) - j FApdk =~ j f(K)d k

Sumaryczny pseudoped

(hK) = D hk'=0
kl
Powyzsza caltka po strefie Brillouine’a znika ze wzgledu na nieparzysto$¢ k.

Dla f(r) -funkcji okresowej dla sieci Bravais mamy:
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I(r'):= Jd3rf(r+r'): const
Q
gdzie QO - komorka elementarna

0=V'I(r'):= Id3rV'f(r+r'):J.d3er(r+r')
Q Q

0=V2I(r'):= [dyr V?? f(r+1) = [dyr V2 f(r+1")
Q Q
tzn. ze w szczegolnosci dla r'= 0, dla funkci okresowej f(r) mamy:

[dsrvr =0
Q

[dr virr=0
Q

E(k) jest okresowe w sieci odwrotne;.

Zatem :
1
(V)= o [ VikE(K) d3k =0
SB
——1 1
<m > = [ViViE) dik =0
4nh" gp
Calkowity prad:
2N
<j> = —ez v, = —e(v) =0
i=1
Przys$pieszenie:

(W) =(@F)=(@")F=0
elektrony catkowicie zapelionego pasma nie moga uzyska¢ dodatkowego pedu.

Niezapelione pasmo

rozktad elektronow pod wpltywem zaburzenia
sk (np. pola elektrycznego) ulega zmianie.
Calkowity ped ulega zmianie

Zapehione pasmo.
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kazdy elektron pod wptywem zaburzenia
,»dochodzacy” do granicy strefy
»przeskakuje” na druga powierzchnig.
Sumarycznie nic si¢ nie zmienia.

<v>=0

 ——
F

Wplyw zapehionych pasm mozna zaniedba¢ w wielu rozwazaniach np. dynamiki (transport)

elektrony w krysztale = zapelnione pasma + niezapeinione pasma
nie maja wptywu

f) Pojecie i wlasnoSci dziury
Jesli z zapelnionego pasma zabra¢ jeden elektron to zostaje pasmo zapeinione 2N-1
elektronami.
Dla opisania sumarycznych wtasciwosci tych 2N-1 elektronow wprowadzamy pojecie nowe;j
kwaziczastki -dziury.
Jesli f(k) pewna wielko$¢ fizyczna charakteryzujaca elektron o wektorze falowym k to
warto$¢ tej wielkos$ci dla dziury:

2N
fa = Z f(k;) - dlapasma w ktéorym brakuje elektronu w stanie j
i=1

i#j
Wektor falowy dziury:
2N 2N
kd:Zki: k; -k, =-k,
i=1 i=1
i#j
Predkos¢ dziury:

va(ke) =-v.(k,) czyli

va(kg) =v.(ke)

Masa efektywna dziury:

my(k) = -me(k)

(W przyblizeniach jakie stosujemy nie zalezy czy ke czy kq)
W polu elektrycznym E:

hk; = —hk, = +eE - zréwnania Newtona
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Zatem tadunek dziury jest dodatni.

Dla wszystkich elektronéw w pasmie:

Energia dziury:
E&=Ey- Jk)
Jesli energia brakujacego elektronu rosnie to energia dziury maleje.
Energia elektronu w pasmie walencyjnym, liczona od dna pasma przewodnictwa:

n’k?
E,=—Eg——"
2\m,
Zatem:
n’k?
EH =4E04-Ek;+“__jf
mgq
E¢ mozna pomina¢ (przeskalowanie energii).
2,2
Ed IEG + - (mg*>0)
2 mg

masa dziury na wierzchotku pasma jest dodatnia (elektronu ujemna).
Jesli interesuje nas tylko pasmo walencyjne, wygodnie jest operowac jezykiem dziur.

1
Vi =~ VkEKg)
hkd =¢E
h2k2

2my

A energia dziury w pasmie: E =

Dziura jest fermionem.

W transporcie liczy si¢ wktad zaréwno od elektronéw jak i dziur. Stosujemy wtedy model
dwuno$nikowy, np. w sytuacji przekrywajacych si¢ pasm (Bi).

Jesli w danym zjawisku biora udziat i elektrony i dziury trzeba uwzglgdnia¢ oba pasma.

g) Gestos¢ stanow dla pasma parabolicznego w przestrzeni jedno-, dwu-, i
tréj-wymiarowej

Wyznaczmy ggsto$¢ p(E) dla pasma parabolicznego

n2i?
2m*

E(k) =

Niech N(E) liczba stanow o energii E’<E.

E
N(E) = [ p(E")dE'
0
Gegstos¢ stanow p(E) = d]Z“(EE)
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D=1 D=2 D=3
N(E)=2k(E = 2 4
(E) (;g N(E) = z[k(E)] ,0; N(E)=§ﬂ[k(E)]3pk
= k(E) =alk(B)] 4 2
2z 27) =" zlk(E)]
) AT
n2i?
BB ==
2m*EY g2 o 2m*E ot B
k= 2 h? k3=[ J
h 72
1 2m*E 2 3
2m*E\* 4 NE)=r"———"= 4 (2m*E\2 2
N(E) = — 2 2 T |em
“ ( " j 2 n () =325 (2rP
! 1 m* 3
1(2m*\* 1 E)=——_ *)2
E)=— 2 P(E) >-|dla E>0 _ 1 (2m
p(E) ”( hzj — 7 h PE)=—5 73 JE
( wazne!!)
11. Obsadzenie stanow elektronowych

a) Statystyka elektronow w krysztale
Dotychczas rozwazaliSmy sytuacje odpowiadajaca temperaturze T=0. Elektrony obsadzaty
stany o najnizszej energii. Uklad osiagal stan odpowiadajacy minimum energii wewngtrzne;.
Dla T#0 w stanie rownowagi termodynamicznej (dla V=const, N=const) minimalna nie jest
energia catkowita uktadu U a energia swobodna
F=U-TS, gdzie S — entropia uktadu.
Mozliwe jest obsadzenie standéw o wyzszej energii.
W sytuacji rownowago termodynamicznej prawdopodobienstwo obsadzenia danego stanu
zalezy tylko od energii tego stanu i temperatury.

Funkcja rozkladu Fermiego-Diraca

Elektrony sa fermionami, zatem podporzadkowane sa statystyce Fermiego-Diraca. Jezeli
uktad jest w rownowadze termodynamicznej to prawdopodobienstwo obsadzenia poziomu o
energii E wynosi:

i1 Pe——
e(lé?_?J +1

gdzie: ¢ - potencjat chemiczny, inaczej — energia Fermiego
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O3KT
1,0 I ——
T=0
T+0
0,0 TR
¢ E
Wiasciwosci rozktadu Fermiego:
e 0<f(E)<Il

dla T=0 — rozktad schodkowy.
dla T#0 — ,,rozmycie” schodka rzedu 3kT

Jezeli w pasmie jest n elektronéw to

n=2fE) = [/E®)plk)dsk = [/(E)p(E)dE

pasmo pasmo

1-f(E) — prawdopodobienstwo ze stan jest nicobsadzony

f(£)=0.5 —-prawdopodobienstwo obsadzenia stanu o energii rownej energii Fermiego

Catke po d;k mozemy zastapi¢ catka jednowymiarowa po energii.

b) Statystyka elektronow i dziur w niezdegenerowanych

polprzewodnikach
Rozwazmy przypadek potprzewodnika dla ktorego
znaczacym zrodtem swobodnych elektronow 1 dziur
jest mechanizm aktywacji termicznej przez przerwg
energetyczna.
Zaktadamy ze Eg>>kgT
Zatem mozemy oczekiwac ze C znajduje si¢ gdzies w
poblizu potowy przerwy energetyczne;.
Wybierzmy zero skali energetycznej w srodku
przerwy.
Prawdopodobienstwo obsadzenia stanéw przez
elektrony opisana jest rozkladem Fermiego-Diraca:

1
fo=—5z
14T

Funkcja rozktadu dziur:

E-¢

kT

—e"’ 1 1

Jfa=1-f.= B B “El

l+e’"  1+e ™" 14e™”
Pamigtajac, o tym ze dla dziur energi¢ liczymy z
przeciwnym znakiem widzimy, ze dla dziur - energia
Fermiego, liczona wzgledem $rodka przerwy
energetycznej, zmienia znak.
Wprowadzmy oddzielne skale energetyczne, liczone
od dna pasm: E. dla elektronow i1 E4 dla dziur.
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Dla elektronow:

E
E:—§+Ee
dla dziur:
Eg
Wtedy
B 1
e Ec ,E _ ¢
14 @2kl kal ksT
1
Ja= B Fi ¢
14+ o2kl kaT ksT

Jezeli % >>1mozna zaniedba¢ 1 w mianownikach:

EG Ee

_ _Eeo & G
f=e 2hsT o kol o kal _ 5 2 e ol
gdzie: g, =&, &, = £, , n:i
k,T k,T k,T
Podobnie dla dziur
_¢
fg=e 2e %N
gdzie ¢, _ b
k,T

W takim przyblizeniu elektrony i dziury opisane sa rozktadem Boltzmana.
Koncentracja elektronéw w pasmie przewodnictwa:
n= [ fe(E)pe(E)dE
p.przew.
dla dziur
p= [Ja(E)pq(E)dE
p.-walenc.
Catki mozemy rozszerzy¢ do nieskonczonosci ze wzgledu na szybki zanik funkcji
wyktadnicze;.
Dla pasm sferycznych parabolicznych:

© ) (2m )" 5 o7
n:.[ 5 > e 2¢"JEe " dE
o 27 h
po podstawieniu o
kT
3
E
1 (2m, kgt o . .
n:—2 — 5 e 2e’7.[x/;e dx
2r /] 0
A
2
Zatem:
3
m, kpT / -G
n=2l e BT |, 2,7
2 h?
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Analogicznie dla dziur:

Lub inaczej zapisujac w postaci rozktadu Boltzmana dla dyskretnego poziomu:
—(E.=¢)

n=N(T)e "’
~(¢-E,)

p=P(T)e "

gdzie w wyktadniku mamy odlegto$¢ energetyczna dna danego pasma od energii Fermiego.
N, 1 Py —efektywna ggstos$¢ stanow w pasmie:

3
.
me BT
N (T)=2 >
27 h
3
Wld*kBT é
P,(T)=2 5
2rh

Powyzsze wzory sa prawdziwe zawsze (przy spetnieniu zatozen gazu niezdegenerowanego)
niezaleznie od tego czy mamy stany domieszkowe czy nie.

¢) Przypadek samoistny
Zrédtem elektrondw w pasmie przewodnictwa jest wytacznie pasmo walencyjne

n:p:ns

Otrzymujemy warunek na energi¢ Fermiego (liczona wzgledem $rodka przerwy
energetycznej):

*
3 mg
é/szszTh{ *]

me

. . . * *
Poniewaz zazwyczaj m; >m, zatem ¢ >0

3
* ok A Eg
\me mg kpT e—ﬁ

27:712

Mozemy wyznaczyc¢:

ng =4n-p=2

W przypadku samoistnym koncentracja no$nikow jest w dobrym przyblizeniu zalezy

. _3
wyktadniczo od 1/kT. (Scislej - ng-T 2)

W ogélnym przypadku (n#p) korzystajac z wzoru na koncentracjg samoistng mozna zapisac:
— s
n=nge

—

Nalezy pamigta¢ ze zar6wno ns jak 1 1 sa funkcja temperatury.
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Z powyzszego widac, ze dla gazu elektronowego niezdegenerowanego w pétprzewodnikach
zawsze jest spetnione:

Koncentracja samoistna typowych polprzewodnikow

”'P:”sz

Eg\T 77K 300K 1200K materiat

0,25¢V 10° cm™ 10" cm™ 10" cm™ InSb PbSe
leV - 10" cm™ 10" cm™ Ge, Si, GaAs
4eV - - 10" cm™ ZnS, SiC, GaN,

Zn0O, C (diament)

W powyzszej tabelce wartosci ponizej 10'° cm — nie maja sensu gdyz koncentracja
zanieczyszczen, a co za tym idzie koncentracja wynikajaca z nieintencjonalnego
domieszkowania jest wigksza.

Dla krzemu 1 cm® —10% atoméw

. . , 1 _
koncentracja zanieczyszczen - 10" cm

3

Domieszkowanie o koncentracji 10'® ¢cm (1 obcy atom na 10”) zmienia w sposob istotny
wlasnos$ci krzemu.

np. domieszkowanie fosforem (P — V grupa) — material typu n
domieszkowanie borem (B —III grupa) — materiat typu p

Widac¢ ze wartos$¢ przerwy energetycznej nie jest wystarczajacym kryterium na rozrdznienie
poOtprzewodnikow i izolatorow, np. czysty Ge, Si i GaAs maja w temperaturze pokojowe;j
bardzo niska koncentracj¢ no$nikoéw co czyni je materiatami o wlasciwosciach izolatorow.
Lepsze kryterium — dla potprzewodnikow istnieje mozliwos¢ domieszkowania powodujacego

znaczace zmiany koncentracji i typu przewodnictwa (elektrony lub dziury)

12.

Domieszki i defekty

W potprzewodnikach spotykamy szereg odstepstw od idealnej struktury krysztatu. Naleza do

nich:

o defekty struktury krysztatu, luki, atomy w potozeniu migdzywe¢ztowym, dyslokacje

powstate np. w procesie wzrostu.

e obce atomy wprowadzane intencjonalnie lub wskutek zanieczyszczen (poziom czystosci)

Wskutek ich wystgpowania pojawiaja si¢ migdzy innymi:

e stany dozwolone w przerwie wzbronionej na skutek odstepstw od potencjatu idealnej sieci
e tadunki przestrzenne w izolatorach
e ckranowanie przez swobodne no$niki

Stany domieszkowe dzielimy na:
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o glebokie —potencjat krotkozasiggowy, zlokalizowany gléwnie w obszarze jednej komorki
elementarnej — np. luka, domieszka izoelektronowa (o tej samej wartosciowosci co
macierzysty atom np. N w InP).

e plytkie - glownie potencjat dlugozasiggowy — kulombowski.

a) Plytkie stany domieszkowe
- nazwa historyczna
- potencjal kulombowski
- np. obcy atom o wartosciowosci o 1 wigkszej (mniejszej) niz atom podstawiany

Przyktady: atom V grupy w Ge lub Si, Si podstawiajacy Ga w GaAs.

Atom o warto$ciowos$ci wyzszej o jeden niz atom macierzysty staje si¢ zrédtem potencjatu
kulombowskigo zmodyfikowanego stala dielektryczna krysztatu, wywotanego dodatkowym
protonem w jadrze. Dodatkowy elektron bgdacy w pasmie przewodnictwa odczuwa ten
potencjat. Jego stany sa opisane rOwnaniem masy efektywnej (patrz str. 27):

2m,

——5A+U() |O(r)= ED(r)

1 ez

Ur)y=-

4regeg 1

Energie wodoropodobnych stanéw zwiazanych:

R *
B
E,=-
n2
1 m>x< 4
*
gdzieRp =Rp—| —% ;RB:L“:B.MV
e \m 2(4reg) " h

Energia wigzania dla stanu podstawowego
%
1 | m
Ep :13.6eV—2{—iJ
e\ m

Dla typowych polprzewodnikoéw m, ~0.1m; &5 ~10, zatem energia wiazania dla stanu

podstawowego jest rzedu milielektronowoltow.
Promien Bohra dla stanu podstawowego jest rzedu 100A:

. dng,h’
Ty = 72.‘9()2 gs(ﬁ*J = OSAg‘[ m*J
me m m

e e

Stan podstawowy jest dwukrotnie zdegenerowany (spin).
Dla stanow akceptorowych sytuacja jest bardziej skomplikowana ze wzgledu na degeneracje
pasma walencyjnego. W formalizmie masy efektywnej degeneracja stanu podstawowego jest
taka sama jak degeneracja pasma walencyjnego dla k=0.
b) Gl¢bokie stany domieszkowe
e nazwa historyczna — energia wigzania wigksza niz dla standéw ptytkich
e aktualnie zwraca si¢ przede wszystkim uwagg na charakter potencjalu wiazacego —
bardziej zlokalizowany niz kulombowski
e nie dziala przyblizenie masy efektywne;j
e funkcja falowa zbudowana nie tylko z funkcji Blocha najblizszego pasma
e polozenie energetyczne moze by¢ mylace

stany putapkowe, centa rekombinacyjne
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¢) Obsadzenie poziomow domieszkowych w stanie rownowagi
termodynamicznej
{ — potencjal chemiczny (energia Fermiego) —energia elektronow w rezerwuarze
Srednia liczba czastek w uktadzie:
Nje—ﬂ(Ej—é“Nj)

ze—ﬁ(Ej—fNj)

<n>=

gdzie:
N; —liczba czastek w stanie j
E; — energia stanu j

1
= gT
o PETEN prawdopodobienstwo( z doktadnos$cia do unormowania) ze uktad znajdzie si¢
w stanie j.
Przyktady:

1. Elektron swobodny w stanie 0 danvm K i spinie

stan |k,s) o energii E;
obsadzenie stanu (przeniesieniu elektronu z rezerwuaru na stan) - zmiana energii o (E-{)
dwa mozliwe stany uktadu:
N():O, E():O

lel, E1:E

le BE-L) 1

l4e BEL) 1, BES)

2. Elektron swobodny w stanie o danym k

<n>=

s

stan | k) o energii E;

cztery mozliwe stany uktadu:
N():O, E():O

N=1, E;=E (spin 1)

No=1, E»=E (spin |)

N3=2, Es=2E (spin | 1)

e PEL) 1 PED) 9 POE) o PEL) (1 o BE=() ) o
14 o BEE) L ,~BEL) | ~BRE-2) (1+e— ﬂ(E_g))z -

<n>=

3. Stan podstawowy domieszki

(pomijamy stany wzbudzone!!!)

stan |1s) o energii Ep

Mozliwe stany uktadu:

N():O, E():O

N1:1 (l), E():ED

N2:1 (T), E():ED

Stan z dwoma elektronami ma wyzsza energi¢ ze wzgledu na oddziatywanie kulombowskie
pomigdzy elektronami.
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CPED) o BED
1 PED)  PED) T L AED)

<n>

W ogdlnosci, dla stanu o degeneracji g, ktory moze by¢ obsadzony jednym elektronem:
1
T4 LAED
g

<n>

Dla koncentracji stanéw donorowych Np koncentracja donorow neutralnych
n _—ND
d 1+ LA ED=D)

d) Koncentracja nosnikow w

Eg l polprzewodniku niesamoistnym
+ T —_— - — - E, | Rozwazmy potprzewodnik, w ktorym:

T Na — koncentracja akceptoréw
_______ C Np — koncentracja donoréw
0 pa — koncentracja neutralnych akceptorow
np — koncentracja neutralnych donorow
l n. — koncentracja elektronéw w pasmie
przewodnictwa

E, pv — koncentracja dziur w pasmie
T walencyjnym
Z warunku neutralno$ci krysztatu:
net( Na- pa)= pyt (Np- np)
ngt+ np= (Np- Na)+ pyt pa

Gaz elektronowy (dziurowy) niezdegenerowany:

Ep-Co>knT, C-Ea>> kT
Stad:
np<< Np, pa<<Na

{An:nc_Pv ~Np-Ny

2
fe Py =Ny

Rozwazmy przypadek An>0 — poiprzewodnik typu n.

ne =%{ (An)2 +4nS2 +An}

Dy =%{ (An)2 +4"s2 —An}

Jesli An>>n (~10" = 10" cm™ dla Ge, Si, GaAs)
n=An=Np-N, — wszystkie donory i1 akceptory zjonizowane, (N4 elektronoéw ,,spadto” na
akceptory).
Eg

__n _ NeMN(D) Tkt

Np-Ny Np-Ny
Analogicznie dla pétprzewodnika typu p An<0
pv=Na-Np

Py
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2 Eg
ng = ng :NC(T)NV(T)e kgT
N4—-Np N4-Np
Przyktad:

Dla Si w 300K ng~ 10" ¢cm™
Wprowadzamy Np=10'" cm™ donoréw (jeden na milion)
Oczywiscie n=Np

2

. n, B}
Natomiast p =——=10"cm ™.
n

Pojecie kompensacji

Nalezy zwrdci¢ uwage na rozroznienie pomiedzy iloscia swobodnych nos$nikéw a iloscia

centrow domieszkowych.

W wysokich temperaturach koncentracja no$nikéw rowna jest roznicy koncentracji donorow i

akceptorow a koncentracja zjonizowanych centrow domieszkowych — sumie.

Stopien kompensacji — wazna ale trudna do zmierzenia wielko$¢:

dla typu ,n” - k= &, dla typu,p” - k= N—D.
Np Ny

Zakres niskich temperatur

e) Donor w izolatorze (Zakres niskich temperatur dla polprzewodnika)
Czes¢ domieszek - neutralna.
Dla uproszczenia zakladamy brak kompensacji Np>>Njy.
Dla T=0 — spodziewamy si¢ ze poziom Fermiego w polowie pomig¢dzy stanem donorowym i
pasmem przewodnictwa.
Pv<< Np-Na
Dla T#0 korzystamy z rozktadu Boltzmana

3
*kTA_EG ¢ __Ee ¢
m 2kpT kT 2kpT kT
n=2 ——8_ e sl ohsl — go 2Kl phs

2rh’
Koncentracja elektronéw réwna jest koncentracji pustych miejsc na domieszkach.
ND
Pa=No- o _Ep ¢
14 Lo\ 2hsT ksl ksT
= Np +E—G l
[ Ee By & 2 f— = —=-—=- &
9 2T KsT ksT) 4 — e = — — ED
(5o o s 0 !
~IN 2kyT  kyT kyT
FolNpe

jezeli Bp>kpTi ¢ > ETG—E b

Eg
n=pp 2
B & [Lo,@,ij
2kpT kT 2kpT  kpT kT
Ae e =INje ™ T
< [EG_EDJ
ekl — ND eszT 2k,T
24
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Eg Ep kT Np
2 2 2 24
Czyli rzeczywiscie dla T=0 poziom Fermiego w potowie pomigdzy pasmem przewodnictwa a
stanem donorowym.

Koncentracja swobodnych elektronow:
_Ep

n= ANTD e kBT (A — slaba zalezno$é od T)
(Uwaga: Dla potprzewodnikow
skompensowanych energia aktywacji
termicznej wynosi Ep)

Tak opisany proces jonizacji domieszek w
niskich temperaturach zachodzi gdy domieszki
mozna traktowa¢ jako izolowane.

Dla wigkszych koncentracji wraz z maleniem
srednich odlegtosci pomigdzy domieszkami
istotne oddziatywanie migdzy domieszkami + _
ekranowanie— powstawanie pasma samoistny  domieszkowy  jomizacia L
domieszkowego. domieszek 77

Energia jonizacji maleje do zera — przejscie Motta (fazowe) izolator — metal:
1
aZ(NIC) )3 ~0.24

Odréznianie metalu od potprzewodnika badanie zalezno$ci In(n)[1/T]

czyli ¢ =

A
log(n)

Przyktad: zalezno$¢ oporu od temperatury dla InSb

TI[K]
300 250 200 150 100
A NURRRELIE BN R B L T T T T T
4 - InSb Y=A+B*X .
Parameter Value Error
Sk A=0,186+0,027 g
B=(-1160 + 10) K = Eg ~ 200 meV
«
E
6| i
©
oOooo
%
an ®0000 ¢ o ° o |
1

" " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 "
0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,010
UT K]

Zaktadajac, ze w pierwszym przyblizeniu przewodnictwo polprzewodnika jest wprost
proporcjonalnny do koncentracji no$nikow, mozemy oszacowac jego przerwe energetyczna.

13. Transport elektronowy(dziurowy) w krysztale

a) Mechanizmy rozpraszania
Dotychczas — idealny krysztal, stany okreslone numerem pasma i wektorem falowym.
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Wprowadzamy potencjal wynikajacy z niedoskonatosci sieci (defekty, domieszki, drgania
sieci...) jako zaburzenie.

Przyktadowo: dotychczas rozwazaliSmy elektrony i fonony niezaleznie. W rozwazaniach
transportu elektronowego musimy uwzgledni¢ problem rozpraszania jednych na drugich.

Rozpraszanie zmienia wektor k& elektronu: k=k'
Ograniczymy si¢ do rozwazania rozpraszan elastycznych: ‘l;‘ = ‘lg " . Prawdopodobienstwo

2
, gdzie V — potencjat rozpraszajacy.

rozproszenia ~ Knl; ‘V‘ nk '>

Fonony optyczne

Z podtuznym fononem optycznym zwigzany jest moment dipolowy, polaryzacja osrodka.

Potencjatl zaburzenia:
*
) ~e—, gdzie e* - tadunek efektywny jonu.

Zatem prawdopodobienstwo rozproszenia elektronu ze stanu | n, k> do stanu | nk’>

2 *2
e
n,k>‘ ~

Wk, k") ~ ‘ (n.k'|o

2

q

b) Czas relaksacji pedowej

¢) Rownanie kinetyczne Boltzmana
Transport elektronowy — metale lub potprzewodniki;
problem wielu czastek, rozpraszanie + pola zewngtrzne — dla gazow rozwiazat Boltzman.

Stosujemy metody fizyki statystycznej, opisujemy stan uktadu przy pomocy
funkcji rozkladu prawdopodobienstwa obsadzen stanow elektronowych.

Stan rownowagi termodynamicznej — funkcja rozktadu Fermiego-Diraca — f.

W ogdlnosci poszukujemy funkcji f — funkcja rozktadu w stanie, ktory nie jest stanem
roOwnowagi; stan stacjonarny 1 bliski stanu rownowagi.

f(x,y,z.k«,ky.k,,t) — funkcja zalezna od potozenia 1 wektora falowego; moze by¢ funkcja czasu.
Np. fo — zalezy od k poprzez zwiazek energii i k, f moze zaleze¢ w inny sposob od k. f moze
zaleze¢ od potozenia np. w sytuacji wystgpowania gradientu temperatury.

Rozwazmy poszczegdlne przyczynki wptywajace na zmiang funkcji f w czasie:

1) dyfuzja — do miejsca r po czasie t naptyna te elektrony, ktére w czasie 0 byly w miejscu

(r-vt)
Sk, )= f(r—vtk,0)
zatem (ij =Vf-(-v)
ot ) gyf
2) pola zewngtrzne — pod wptywem dzialajacych sil zmianie ulega wektor falowy.

fek,0) = f(rk—ki0) k zg

stad [1) :—lF-ka
ot pole h

Laczac te dwa czynniki otrzymujemy tzw. czlon dryftowy réwnania Boltzmana — wynikajacy
z rownan ruchu:

wersja: PFP_06f.doc 2009-09-17 13:39 55



Podstawy Fizyki Polprzewodnikow 2007/2008, Prof.- Roman Stepniewski

(1 :_V'Vrf_%F‘ka

o

3) Musimy uwzgledni¢ zmiany funkcji rozktadu wynikajace z rozpraszania elektronow —
czton zderzeniowy

Zderzenie — zmiana wektora falowego z k na k’.

a — czestos¢ zderzen przeprowadzajacych elektron ze stanu k do jakiegokolwiek k’.

b — czestos¢ zderzen przeprowadzajacych elektron do stanu k z jakiegokolwiek k”.

a= [ wK) [1- /)] pk)f(k)d3k'

BZ stan k' wolny
b= J' W(k'",K) [l—f(k)] ,D(k”)f( ")d3k"
-
BZ stan k' wolny

Zmiana funkcji rozktadu prawdopodobienstwa wskutek zderzen:

(g) =b-a

Ogo6lna posta¢ rownania Boltzmana opisuje zmiang funkcji rozktadu w czasie ($cisty dowod
w oparciu o rownanie Liouvilla):

gz—v-vrf—%F-ka+b—a

ot
. a ..
Warunek stacjonarny P 0:
of 1
Lo vV f——F -V f+b-a=0
or V-V f . kS a

Roéwnanie rézniczkowo catkowe, ogoélne rozwiazanie niemozliwe.

Linearyzacja rownania Boltzmana

Zgodnie z mechanika kwantowa:
W(k,k") =W (K',K)

(L) =b-a- - [0 0T ) 0l 6

(L] = [rerrpuerlsi- s o

1) zd BZ

Zaktadamy ze funkcja rozktadu jest bliska stanowi rownowagi:

f=hh+h

Zaktadamy specjalng posta¢ funkcji f; (uzasadnimy ponizej):

f1=v-X(E), gdzie X(E) — funkcja wektorowa, zalezna tylko od energii.

Mozna pokazaé ze jest to rownowazne przyjeciu ze

f(k) = fo(k-98) - np. przyktadamy pole elektryczne E 1 kula Fermiego przesuwa sig o 6.
%o

J&)=fo(k-9)= fO(k)_EVkE“S = Jo(E)+v-X(E)
T
W tym przyblizeniu:
0
(a—g =— [ (k) p(K)X(E)]V(K)- v(K')]d3K'
zd B7Z
1 n2k? h L :

pk)=—:7r, E= = v=—=Fk (przyblizenie pasma parabolicznego)

a3 2m* m*
Zatem
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af) B 1 & \ , ,
= =———— | W(k,k")X(E) (k- K')d3k
(at zd 472'3 l*BJ‘Z ( ) 3

Wilasciwosci W(k.k’)

zakladamy ze:

e proces rozpraszania jest izotropowy (to zalozenie nie
zawsze jest spetnione)

e zderzenia sg elastyczne - [k| =k

W(k,K') = 5k — k") Ok, 9)
gdzie: 3- kat migedzy k1 K’

Catkujemy w zmiennych sferycznych
oo 21

[dsk=[[ [k*sin9dpd9dk

00 0
Rzut (k-Kk’) na kierunek wektora k — k (1-cos9), sktadowa prostopadta do k po wycatkowaniu
po ¢ daje zero.

gy __ 1L n , .
(azld‘ 40 m* sz W (kK X(E) (k- K')d,k

© 7 27
_ ij j j&(k—k')®(k,9)X(E)(k—k')k2singdgodsdk
473 m*q 90
= f j@(k,&)X(E)k(cosS—l)kzsin19d19=hXS—E)k [©(k, 9 (cos 9—1)k* sin 949
2" m*y 2r"m*

T
(1) _YX(E) [k, 9) (cos 9~ 1)k? sin 9d d.9
zd 0

ot 27[2

Ostatecznie otrzymujemy:

Va
(1) z_f—12 [Ok.9) (1-cos$)k* sin9d d 9
ot zd 2 0
Wprowadzmy:
1 1

T

2 .
—= O(k,9) (1-cosP)k” sinId d3
7(E) 27[25

7(E) ma sens czasu relaksacji bo:
(ij SR Vi 1) lub inaczej (ﬁj _ N
dt),q  7(E) 7(E) ),y (E)

Jezeli wylaczymy przyczyng ktdra spowodowala zaburzenie funkcji rozktadu to:
t

A= fi©e ™
T(E) — czas po jakim zaburzenie funkcji rozkladu zmaleje e razy.
Uwaga:

e czas relaksacji zalezy od energii

e dla r6znych mechanizmow ta zalezno$¢ moze by¢ rdzna

Powyzsze rozwazania pozwalaja zapisa¢ rownanie Boltzmana w nastgpujacej postaci:
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af /,

v-V f—— 'ka—ﬁ

gd21efl=f—f0

o

Warunek stacjonarny = 0 daje:

v-Vrf+%F-ka+L=0

7(E)
gdzic f, = /- /,

d) Zalezno$¢ energetyczna czasu relaksacji pedowej dla podstawowych
procesow rozpraszania

Zaktadamy postaé 7(E)= 4 E(p ) =70 E(p 1)

Mozna wykaza¢ prawdziwos$¢ takiego zatozenia dla podstawowych procesdéw rozpraszania
(tabela).

Zalezno$¢ energetyczna czasu relaksacji pedowej

dla podstawowych procesow rozpraszania

fonony akustyczne p=0 H(E)=AE~ yA E — ro$nie =1- maleje
neutralne domieszki p=1/2 (E)=4 T- state
fonony optyczne p=1 H(E)= A E% E —ro$nie =1- rosnie
(dla E>>Ey)

(problem z wprowadzeniem

pojecia czasu relaksacji pedowe;j

— istotna zmiana energii)

zjonizowane domieszki p=2 HE)= AE ¥ E — ro$nie =1- ro$nie

1 1
Droga swobodna A=vr~ g2 gV _pp
Dla rozpraszania na fononach akustycznych nie zalezy od energii, dla innych procesow
rozpraszania droga swobodna ro$nie wraz ze wzrostem energii elektronu (dziury).

e¢) Rozwigzanie rOwnania Boltzmana w polu elektrycznym

N
Ve FV =0
V- f+ kS +—— ()

Zakladamy ze mamy system jednorodny tzn. V,f =0.
Sita zewnetrzna F=qE, qg=te
IE.v r+flg
h T
_ _9%
S=To+i=ViS = VkE+Vi/

Ograniczamy sig¢ do cztondéw liniowych wzgledem zaburzenia; odrzucamy czion E-V f

jako mata drugiego rzgdu.
OE T
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fi= qr(E)(—ag—ng-v =X(E)-v

Odstgpstwo od stany rownowagi jest proporcjonalne do pola elektrycznego.

Zauwazmy ze ten wynik odpowiada przesunieciu kuli Fermiego o wektor, & = % poniewaz

fo(k-%j = fo(k){-af—OJVfﬂE'

Zbadajmy wtasciwos$ci pochodnej fo(E)

1

fo(E) = (57;)
e +1
(_%J 1 e(kEf:]

oE )~

o (e[i‘*gj +1 2
¢

of, ). .
Zatem (— %) jest funkcja symetryczna wzgledem C.

I PPN
J(—a—E]dE—fo( )= fo(@)=1-0=1;

Korzystajac z tych wiasciwosci:

o [~
gdy T—0 ( aE]:a(g)

—00

f) Tensor przewodnictwa

Znajac funkcjg rozkladu
f=to+f

mozna obliczy¢ gestos$¢ pradu elektrycznego

g) Transport w polu magnetycznym

h) Efekt Halla,
W Efekcie Halla mierzymy spadki potencjatu Uy, 1 Uy, wzdtuz 1 w poprzek probki.
Znajac je mozemy obliczy¢ skladowe pola elektrycznego E; tworzy ono pewien kat z
kierunkiem pradu, tzw. kat halowski .
Eksperymentalnie wyznaczamy sktadowe tensora opornosci wiasciwej pj;.
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B |y xy
®

XX

| U

| g
. -

i) Transport wielono$nikowy
Zaktadamy, ze no$niki ktére uczestnicza w transporcie mozna podzieli¢ na grupy. Wkiad
kazdej z nich opisany jest tensorem przewodnictwa o; .
J=YJi ji=6{E

i
Dla tensora przewodnictwa catkowitego mamy
j=0E
Zatem =) o
i

Transport dwunosnikowy

Czesty przypadek: dziury - sl i elektrony. 5

2
5,0 =€ 57y =< (2 B - i
o112 mik (sr)l - <T >lB dla dziur

my

~ (2)_ e e’ 2 ,
o127 =—(s7), =- <r > B - dla elektronow

m2 *2 2

my
Stata Hala:
1 1opp 1 0'12(1)+O'12(2) , . . . . 2
Ry =pPR=E =y 5 (dla stabych pdl w mianowniku zaniedbujemy o,° w
o o

poréwnaniu z o,°)

Ry =——
H =" ) <2
7 m my

Zatem

Wprowadzajac czynniki rozproszeniowe dla dziur i elektrondw i zaktadajac ze:
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TR ),
2 A 7.2
Ry = <31 <32 :‘:z(Pﬂi"”ﬂg)
o * * o
my (1), ma (1),

Przyktad
German typu p
p=10 oem™
n=10"cm™

2
(ﬂ_eJ <103
Hp

Znak efektu Halla taki jak dla potprzewodnika typu n — fatszywy rezultat

Widmo ruchliwosci

Zaktadamy, ze w transporcie uczestnicza grupy no$nikow o réznej ruchliwosci:

o = olu)— [olu)du

Przyktad: transport w warstwie epitaksjalnej InSb.

031 Insb #425

0,2r

0o
]
a0
nnnnnn
po o

0,1F

Xy
el

o T

020 ey

0 2 4 6 8 10
Magnetic field (T)

n; = (1.483+.004)x10" cm™ p; = (1361.+ 5) cm*/Vs
n, = (4.60+.02)x10" cm™ p, = (4622.6+9.5) cm?/Vs
p = (1.77£.06) h)x10'® cm™ p, =(255.£7) cm*/Vs

Whioski
e 0 znaku efektu Halla w modelu dwuno$nikowym przy porownywalnych koncentracjach
decyduja nosniki o wyzszej ruchliwosci (zwykle elektrony)
e W przypadku transportu wielono$nikowego znak efektu Halla moze ulega¢ zmianie
e Napiecie Halla moze by¢ zerowe.
warunek silnego pola — r6zny dla réznych no$nikow
j) Magnetoopor poprzeczny
Ao _pB)-p(0) _ Ao
p p(0) o
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Uwagi:
e Ap/p>0 — opér ro$nie z polem magnetycznym, Ap/p ~u’
e magnetoopdr nie wystepuje dla ]“E (magnetoop6r podtuzny)

e jesli pasmo nie jest sferyczne magnetoopor podtuzny pojawia si¢
e w przypadku dwodch rodzajow no$nikow — konieczna doktadniejsza analiza.

o Efekt Halla jest efektem I rzedu w polu B
o Efekt Gaussa jest efektem Il rzedu w polu B
e Efekt Halla i pomiar magnetooporu prowadza do wyznaczenia tensora
przewodnictwa — sposdb na wyznaczenie <t>.
k) Sila termoelektryczna
Gradient temperatury funkcja rozktadu zalezy od potozenia

-V, /- V_*F ka_ﬁ
f=fo+f1

Vo S2VY, 0= f“VT

oT
1

Jo=—"%=

l+e
E - of '

5—7 2=
kBT ox
%o | E-& 1 de
7=f0~—72_7
oT kgT= kgl dT
Zdrugiejstrony: af():afo.(_Ef_dfj

oT OFE T dT

%o _
= o
oF kBT
Rozwazmy przypadek pola E i gradientu T; B=0.
1 1 9 %o ), =
-—F-V ————V E-qE=q|-—"[v-E
GV = Ve q( o

VrT[—afoj(—E_g—dgj-wq(—afo}-é- iy
OF T dT OF T

fi=t N V| gE —(E—_SZJV,T—d—gV,T
oE T dT
@ 3)
Rozwazmy przypadek jednowymiarowy
jo=a[v.fiptkd k
2

(==, <7>E
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(3)=—q*<r>z;§VrT=— 1 <r>V,¢

%

m m
w (2) podstawiamy £ =g 3 =n
kgT kgT

tak jak w (1) ¢E > kg(e—n)V,T

k
(2)=q—f(< gz'>—77<r>)V,,T
m

2

. <T> 1 kn(<er>

Jx =q*{Ex_vr§_B( —ﬂ)VrT}
m q q\<7t>

Mierzymy pojawiajaca si¢ roznice potencjatu dla braku przeptywu pradu (jx=0).

2
k
q <T>{Ex—lvrf——B(<gT>—ﬂ)VrT}=0
q

m* q

Przyktad: termopara
Dwa rézne materiaty, ktérych spojenia znajduja si¢ w réznych temperaturach.

T
T, ’

VIZ

=aj, - zdolnos¢ termoelektryczna jednego metalu wzgledem drugiego.

drp

dr

e Sila termoelektryczna jest addytywna

e Nalezy jeden material uzna¢ jako wzorcowy i1 wszystkie wspolczynniki definiowac
wzgledem niego

e Najczesciej uzywa si¢ jako wzorca cyny badz otowiu

Rozwazajac problem zlacza dwoch ciat statych nalezy uwzgledni¢ fakt wystgpowania
potencjatu kontaktowego.

Przyktad — ztacze p-n. W obszarze zlacza nastepuje przeptyw tadunkow tak dtugo az nastapi
zréwnanie poziomow Fermiego.

W obwodzie zamknigtym suma potencjaléw kontaktowych wynosi zero.

Jezeli energia poziomu Fermiego ulega zmianie wraz ze zmiang potozenia to prowadzi to do
pojawienia si¢ roznicy potencjatow.

Vr — potencjal mierzony w obwodzie elektrycznym
V — potencjat dna pasma
§ - energia (a nie potencjat) Fermiego mierzona wzgledem dna pasma

VT =V+£

q

Zatem
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Vir = V[V +£j -—E +1V§ (np. przebieg dla ztacza pn)
q q

Zatem rdznica potencjatow

)
AVT = J |:(— E)+lﬁ}dx
q dx
x|
Korzystajac z wyprowadzonego poprzednio warunku:

k
V, V= —73(1‘5:: —UJV,T

Zatem

a—dVT __k_B <&r>
dT qg \<7>

)

e Znak STE zalezy od rodzaju no$nikéw
e dla elektronéw g=-e - a>0.

I) Goraca sonda

Efekt STE mozna wykorzysta¢ do badania typu przewodnictwa potprzewodnikow:
podtaczamy jeden kontakt do potprzewodnika i dotykamy drugim, goracym (np. drut na

lutownicy lub probka w ciektym azocie)

Mozna tatwo zapamigtac: pod wptywem gradientu temperatury no$niki przemieszczaja si¢ do
zimnego konca; znak potencjalu zimnego konfica - znakiem no$nikow.

k
_Bzg6ﬂ_V

e Rzad wielkosci efektu
q deg

e Dla potprzewodnikow STE zalezy od mechanizméw rozpraszania
e Napigcie termoelektryczne dla potprzewodnikow jest znacznie wigksze niz dla metali bo

energia Fermiego silnie zalezy od temperatury.

e Dla metali otrzymany przez nas wzér daje w pierwszym przyblizeniu 0; trzeba
uwzgledni¢ dalsze cztony w rozwinigciu funkcji rozktadu po temperaturze

m) Efekt Peltier

Efektem odwrotnym do sily termoelektrycznej jest efekt Peltier:
bierzemy dwa r6zne materiaty, przepuszczamy przez parg ztacz prad — pojawia si¢ gradient

temperatury.
Zastosowanie — chtodzenie (np. detektorow).

Podsumowanie zjawisk transportu

\Czynnik E VT
\ wtorny
Czynnik \ 1B B 1B IIB
pierwotny \
E Hall magnetoopdér | Ettinghausena Maggiego-
Righiego-Leduca
vT poprzeczne - podtuzne
zjawisko Nernsta - Ettinghausena
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n) 2D + pole magnetyczne
0) Kwantowy Efekt Halla
p) Ulamkowy Kwantowy Efekt Halla

14. Struktury obnionego wymiaru

a) powierzchnia potprzewodnika

Gltowne problemy dotyczace powierzchni:

e -zakonczenie periodyczno$ci, naturalny defekt

e powierzchnia idealna — czysta, a powierzchnia
realna (tlenki)

e zerwane wigzania (dangling bonds) = rekonstrukcja
powierzchni

e sposob otrzymania powierzchni czystej

Liczba i charakter zerwanych wiazan na jeden we¢zet

sieci zalezy od indeksow krystalograficznych

powierzchni.

Przyktad:

Dla struktury blendy cynkowej (np. GaAs)

powierzchnie prostopadta do kierunku [111] i [TTT]

maja inne wlasciwosci chemiczne - powierzchnie A 1 B.

To samo dotyczy powierzchni prostopadtych do osi ¢ dla krysztatdéw o symetrii wurcytu (np.
GaN).

Rozrozniamy wtedy tzw. powierzchni¢ galowa 1 azotowa, co nie oznacza, ze rzeczywiscie
powierzchnia konczy si¢ atomami galu lub azotu.

Na powierzchni krysztalu wystepuja roznego rodzaju stany powierzchniowe. Prowadzi to
zwykle do pojawienia si¢ dodatkowej ggstosci stanow w obszarze przerwy wzbronionej. W
obszarze tych stanow nastgpuje uwigzienie (pinning) poziomu Fermiego. Ladunki
powierzchniowe i objetosciowe (zjonizowane domieszki) sa zrédtem dodatkowego
potencjatu. Efektem tego jest "wygigcie pasm" w poblizu powierzchni.
Warstwa zubozona
(depletion layer)

_________ —
—
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b) MOS
Struktury: metal-izolator(tlenek)- potprzewodnik (MOS - metal-oxide-semiconductor, MIS -
metal-isolator-semiconductor). Np. Si-SiO,-metal

Polaryzujac struktur¢ MOS mozemy doprowadzi¢ do wytworzenia fadunku
powierzchniowego na granicy izolator - potprzewodnik. Koncentracja tego tadunku moze by¢
kontrolowana przyktadanym napigciem.

Zastosowanie - tranzystor polowy.

Kwazi-dwuwvmiarowy gaz elektronowy

Jesli studnia potencjatu waska to na granicy potprzewodnik-izolator nast¢puje kwantyzacja
stanow.

P(E)

W réwnaniu masy efektywnej (str. 27) dla potencjatu U(z)

¥
m@

[— 2h2 A+ U(Z):| O(r)=ED(r)

O(r) = p(z)e" "
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{— f 5—+U(z>}¢<z)=Ei 0(2)

2m, 0z°
(k2 +k,?)

2m

e

E=F +

Jesli obsadzony tylko najnizszy stan (energia kinetyczna mniejsza od odleglosci migdzy
stanami) - uktad kwazidwuwymiarowy.

Typowy sytuacja - uktad MOS na p-Si z warstwa SiO, 1 bramka Al - mozna utworzy¢
warstwg inwersyjna w p-Si.

Wzdhiz warstwy inwersyjnej prad przewodzi gtownie dwuwymiarowy gaz elektronowy a nie
obj¢tos¢ probki.

Bardzo wazny parametr - powierzchniowa ggsto$¢ tadunku.

Koncentracja w warstwie inwersyjnej moze by¢ kontrolowana przylozonym napigciem Vg
(migdzy metalem a potprzewodnikiem)

G =Co V=V,

Cox - pojemnos¢ tlenku na jedn. powierzchni.

Vi - napigcie progowe.

Gestos¢ stanow dla pojedynczego, kwazi-dwuwymiarowego pasma:

Otrzymujemy schodkowa ggsto$¢ stanow.
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¢) studnie kwantowe
"Podwojne heteroztacze" (1963) dla diody elektroluminescencyjnej - Zhores 1. Alferov,
Herbert Kroemer - Nagroda Nobla 2000.

Ag A1

_E!eclron How I i Electron Quasi

Fermi Level

] qv

N e N
HoIsQu-asi ! Hole FTow . '0
Fermi Level b
Ap

Figure 6: An energy diagram of a semiconducting heterojunction showing that electrons pass the barrier
while holes are reflected, or vice versa depending upon the doping and ratios of band gaps on either side of
the junction. Combining two junctions, it is possible to confine charge carriers to the region of the lower
bandgap as well as photons in a double heterostructure laser. The drawing is taken firom a paper by H.
Kroemer, Proc. IREE 51, 1782 (1963).

Inaczej - polprzewodnikowa studnia potencjatu - struktura sktadajaca sig¢ z kolejnych warstw
poOlprzewodnikow o rdznej przerwie energetyczne;.

Ga, Al As Gas Ga, Al As

— \_~
N

jp—
\

o  Wykorzystuje sig¢ zwiazki pétprzewodnikowe (patrz stopy potprzewodnikowe str. 37) np.
Al xGayAs/GaAs/ Al xGaAs, Cd; Mg, Te/CdTe/Cd; Mgy Te.
e kwantyzacja w kierunku z
e kwazidwuwymiarowe pasma
d) wielokrotne studnie kwantowe
Kolejne powtarzanie warstw dwoch potprzewodnikéw prowadzi do uktadu wielokrotnej

studni kwantowe;.
Zaleznie od wzajemnego potozenia pasm przewodnictwa i walencyjnego rozrézniamy roézne
typy wielostudni kwantowych.
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Typ 1
Typ 11
—
e ::::::':::::':: Typ 111
.

e) Supersieci
Jezeli bariery sa wystarczajaco waskie zamiast standw dyskretnych mamy pasma (takze
powyzej bariery). Szeroko$¢ pasm dla standw o wyzszej energii jest wigksza.

f) Grafin
g) Modulacyjnie domieszkowane studnie kwantowe

h) Druty kwantowe
Otrzymywanie:
1. litografia: wycinanie, elektrody wytwarzajace potencjat
2. samoorganizujace si¢ — wiskersy,
3. nanorurki: weglowe 1 potprzewodnikowe

i) Kropki kwantowe
Otrzymywanie:
1. litografia: wycinanie, elektrody wytwarzajace potencjat
2. samoorganizujace si¢ — mod Stranski-Kastranov
Energetyczna ggsto$¢ stanéw — dyskretne widmo

15. Podsumowanie

Przyblizenie adiabatyczne
Periodycznos$¢ sieci Krystalicznej.
Twierdzenie Blocha.

Struktura pasmowa.

Formalizm masy efektywnej.
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Pojecie dziury.

Metale, polprzewodniki, izolatory.

Struktury kwazi-dwuwymiarowe. Studnie kwantowe
Statystyka elektronow w Krysztalach.

DomieszKi.

Fonony.

Rownanie Boltzmana

Transport elektronowy(dziurowy) w krysztale
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II. Dodatki

L Metoda ciasnego wiqzania
(bedzie omowiona na wyktadzie prof. J. Baranowskiego)

W przyblizeniu elektrondéw prawie swobodnych zaktadaliSmy Ze potencjal periodyczny
nieznacznie modyfikuje stany elektronu swobodnego. Innym skrajnym przyblizeniem jest
zalozenie ze oddziatywanie pomigdzy atomami w sieci w sposob nieznaczny modyfikuje
stany izolowanych atoméow.

a) Oddzialywanie migdzy dwoma atomami

Rozwazmy niezdegenerowany stan ¢(r) o energii Ey atomu bedacy stanem wiasnym
2

Hamiltonianu #H = —2— A+V(r)
m

Ograniczmy si¢ do opisu jednowymiarowego R
1 zat6zmy ze ¢(x) jest funkcja rzeczywista,

symetryczng i szybko zanikajaca z
odlegtoscia (tak jak np. funkcja 1s).

Dla dwoch atomow w odlegtosci R mamy E,
2

Hamiltonian H = —Z— A+V (@) +V(r-R).
m

Jezeli atomy znajduja si¢ w duzej odlegltosci
to V(r-R)p(r) ~ 01 wzajemny wpltyw atomow

mozna poming¢. Stan o energii E jest
dwukrotnie zdegenerowany i opisany funkcjami y;=¢(r) i y,=¢(r-R). Stanem wlasnym
uktadu jest kazda kombinacja liniowa standw v 1 y».

Jezeli zblizamy atomy do siebie, wplywu sasiedniego atomy nie mozna pominaé. Mozemy
zapostulowac funkcje falowa postaci y =ay; +by,.

i [Hy)=E(v1|v)

Z rOwnan (1//2 |H| !//> _ <l//2 |1//>
Otrzymujemy:

EO +E1 -F V12 a
{ Vo' E0+El—E}L}=O
Gdzie

Ey ={p(r)|V (r = R)o(r)), Eg + Ey = (p(r)|H|p(r))
V2 = (e (") e(r - R))

Zauwazmy ze V1,<0
Rozwiazaniami sa:

V4 :f(m ~¥2)s Eq=Eo+Er+[/
Latwo widac ze

‘1//5 (g] =0 natomiast‘y/A (gl =0.

Zmiana ksztattu symetrycznej i
antysymetrycznej funkcji falowej wskutek
zmniejszenia odlegto$ci pomigdzy atomami.

R

vs =gz Witv2). Es = Eo+ 1 —|Pia) /\ /\ M
AN A

N

Zatem energie obu stanow sa teraz
rézne 1 rozszczepienie jest zalezne od
R.
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(J. Ginter Rys 7.5, 7.6)
Przy zblizaniu N atomoéw otrzymujemy rozszczepienie na N stanow. Jak zobaczymy ponizej
stany te rozciagaja si¢ w przedziale ~ 2|/j;|.Stany te tworza nieciagte pasmo energetyczne.

Typowa szeroko$¢ pasma jest rzedu 10eV; w krysztale o objetosci 1em® znajduje sie okoto
10”* atoméw. Zatem w krysztale o objetosci 1cm’® odlegtosé pomiedzy kolejnymi stanami
pasma jest rzedu 102'eV — pasmo praktycznie ciagle.

b) Metoda ciasnego wigzania.
Rozwazmy jednowymiarowa sie¢ atomow o statej sieci a. Posta¢ funkcji Blocha proponujemy
W postaci:
Y(x)= Z eiknago(x —na)= eikae_ik(x_na)go(x —na)= eikxu(x)
n n
gdzie ¢(x) —funkcja falowa izolowanego atomu. Funkcja u(x) jest suma takich samych

sktadnikow e ¢(y) centrowanych na réznych punktach sieci, jest zatem funkcja
periodyczna.
Zatozmy ze ¢(x) jest funkcja rzeczywista 1 symetryczna szybko zanikajaca z odlegloscia (tak
jak np. funkcja 1s).
Warto$¢ energii oczekiwanej dla stanu opisanego powyzej zdefiniowana funkcja wynosi:
(Y |H| ¥ ),

(PP, 1

gdzie ze wzgledu na periodycznos¢ catkowanie ograniczamy do obszaru jednej komorki
(n=0).

W obliczeniach catek ze wzgledu na szybki zanik funkcji uwzglednimy tylko wktady od
sktadnikéw sumy odpowiadajacym funkcjom centrowanym na sasiednim komorkach.

a

E(k) =

2 . . i . .
~ I dx[e_lkaqo(x +a)+p(x)+ etk o(x— a)] H[e_’ka o(x+a)+e(x)+ etka p(x—a)

(FOH @), ~

a

2
Wykorzystujac symetrycznos$¢ funkeji ¢(x) 1 potencjatu V(x) otrzymujemy:
(Y |H|¥ (), ,; = A+ B cos(ka)

gdzie:

A={p@|Ho()) o

B=(p()|H|p(x+a)), ,; +{p(x-a)|H|p(), o
Analogicznie jak poprzednio B<0.
Analogicznie

(Y(x)|¥(x)), , =C+Dcos(ka), C~1
Zaktadajac, ze B<<A 1 D<<C mamy

E(k)=E¢-Mcos(ka)

Otrzymujemy pasmo energetyczne rozciagajace
sie w zakresie od E¢o-M dla k=0 do E¢t+M dla
k=*n/a.

Dla k=0 otrzymany stan jest analogiem stanu
symetrycznego dla rozwazanego powyzej
przypadku dwoch atoméw a dla k=+mn/a - stanu
antysymetrycznego.

N El I
~Y
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2. Klasyczny metal

Poziom Fermiego w metalach.

W metalu szerokos$¢ pasma jest rzedu 10eV. Jesli przyjmiemy Ze energia Fermiego jest rowna
polowie szerokosci pasma to w temperaturze pokojowe;j:

106V< — =

kBT|300x =0:025¢V; n=¢ 1 kpT ~200

Dla metali w calym dostepnym przedziale temperatur (ponizej temperatury topnienia) 7 > 20

Nawet dla najwyzszych temperatur elektrony moga by¢ tylko w okoto1% szerokos$ci pasma
powyzej energii Fermiego; cienka ,,skérka” wokoét poziomu Fermiego gdzie sa wolne miejsca
ponizej i elektrony powyzej C.

Taki gaz elektronowy nosi nazwe zdegenerowanego (¢ >> kgT; > 3).

W prowadzmy nowa zmienng dla rozktadu Fermiego
1

f(E)ZT
e(m)—i—l

E-¢

kgt

Ezé/-i-kaT

f=—1

e’ +1

Zbadajmy wtasciwosci pochodne;j f(x)

(ﬁij:L.
Ox (ex +1)2 ’
— e_x

Zatem (— ZLJ jest funkcja symetryczna.
X

®e—2x

+00 of B ~ o
[ (—a)dx—f(—OO)—f(w)—l—O—L

Korzystajac z tych wlasciwosci:
of
dyT—0 |- [=6
gdy [ an (©)

b) Liczenie Srednich statystycznych dla gazu zdegenerowanego
Jezeli mamy jakas$ wielkos¢ fizyczng zalezna od energii elektronu A(E) to mozemy
zdefiniowa¢ dla temperatury T jej srednig warto$¢ (Srednia termodynamiczna z wkiadu od
wszystkich elektronéw)
AT) = [AE(E.T)p(E)E

pasmo
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Wprowadzmy wielko$¢
E

G(E) = [ A(E")p(E")dE'
0

Zatem

AT = | Z—gf(E,T)dE
pasmo

Mozemy zastosowac catkowanie przez czgsci

An)= | Zf(E T)dE=GE)(E)S™ -~ | GE )( A j E

pasmo pasmo

AT =GE FENE™ 4 | G(E)( A j

pasmo

G(E),=0 -z definicji G
fl(E)'Emax =0

Zatem

A(T) = g G(E)(—EjdE

Calkowanie mozemy rozciagna¢ do nieskonczonosci bo wkiad do calki z przedzialu powyze;j
Emax jest zerowy.

Tak wigc o wlasciwos$ciach gazu zdegenerowanego decyduja elektrony znajdujace si¢ w
poblizu poziomu Fermiego.

Podstawiajac

E-¢ _
kpT —

E=( +xkgT
dE =k B T dx
W nowych zmiennych

AT)= [ G(+xkpT )(—%jdh | G(§+kaT)(—%jdx

_<
kT

Mozemy formalnie rozszerzy¢ granice catkowania bo dla x<0 G(x)=0.
Rozpatrzmy przypadek metalu — gaz elektronowy zdegenerowany (/kgT>20
Istotny wktad do calki daja tylko cztony wokot C.

Rozwinmy funkcj¢ G((+x kgT) w szereg wokot C:

1{a%c) > 2
kaT+E —_— Py (kBT) +

—00

oG
G +xkpT) = G(§)+(EJ§

Poniewaz (— ZLJ jest funkcja symetryczna, cztony nieparzyste w x nie daja wktadu do catki.
X

2 +oo 2
A(T)=G<4)+(kBT)2[a—G] f —(—ﬂjmo( 4
OE? ;o Ox
+0 2

+00 o o
j—[——jd = | 2[—zjdx:—x2f(x)|go+2Ixf(x)dx=2.|. T ="
0 ox 0 oe” +1 6
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Czyli:

T 7% o ol dAE)p(E))
A(T) = g AE)P(EYE +=—kp™T [a—EL

¢) Cieplo wlasciwe krysztalow, wklad elektronowy

Wyznaczmy jak zmienia si¢ energia Fermiego w funkcji zmian temperatury.
Jezeli podstawimy A=1 to réwnanie

)
n= [ A(E)p(E)dE

0
okresla nam warto$¢ energii Fermiego (y dla T=0.
Dla T#0:

¢ ¢ 5
= (L EpEraE = s iy?r AL
0 0 6 E |,

o 2
n=| P(E)dE+(§_§O)P(§)+%kBZT2{—
0

Zatem zmiana energii Fermiego okreslona jest wzorem:

; .
7”202 p®)] _
(¢=Co)p©)+= k5T { o

A energia Fermiego:
r’ o(In p(E)) |
§:§0_6k32T2|: ( a ))

OFE ¢
Energia wewngtrzna gazu elektronowego jest rowna:

¢ 71'2 G(E E
_ 252 ( )) _
l)(T)—E[Ep(E)dE +—6 kB T |:—6E :|§ =

L
6

o 2
= [Ep(BYdE+(¢ -y )p(g).m%szTz{a(p(E))} o
0 ¢

2.2
E k=T~ p(&)

=0

2
U(T)=U, +%k32T2p(§)

gdzie Uy — energia gazu elektronowego dla T=0.

Jak widzimy zmiana energii elektrondw z temperatura zalezy od gestosci stanow na poziomie
Fermiego.

Wyznaczmy tg wielkos$¢ dla pasma parabolicznego

p(E)~E

Zatem p(E) = p(¢ )ﬁ

Dla koncentracji elektronow mamy (jezeli pominiemy w tym miejscu nieistotng zmiang
energii Fermiego z temperatura)

¢ ¢ g 2
n=[ p(E)E = p(§)[ | ZdE =2 p(O)E
0 Ve .
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stad

p&)= EZ

Po podstaw1eniu do wzoru na energie wewnetrzna

2,2

¢

Mozemy teraz policzy¢ wktad do ciepta wtasciwego krysztatow pochodzacy od swobodnych
elektronow:

2
kT
Cel:(a_Uj :”_nkB *BY
or ), 2 5

Jezeli przyjmiemy Ze jeden atom oddaje jeden elektron to dla jednego mola nkg=R i
otrzymuj emy dla ciepta molowego
kgT

Co = —R

el = 2 ( ’ j
Dla gazu klasycznego U=3/2 RT a Cy,s=3/2 R.
W oparciu o klasyczne teorie gazu elektronowego spodziewano si¢ ze cieplo wlasciwe metali
bedzie o 50% wigksze od ciepta wlasciwego izolatoréw (Prawo Dulonga —Petita:
Csieciowe:3R)-
Widzimy, ze uwzglednienie kwantowego opisu gazu elektronowego daje nam redukcje

k
U(T)=U, +”T B

n

wielkosci ciepta wlasciwego gazu elektronowego o czynnik rzgdu k”% - tylko elektrony w

poblizu energii Fermiego daja wktad do zmian energii wewngtrznej gazu elektronowego.

d) Cieplo wlasciwe krysztalu, wklad fononéw
Doswiadczalna obserwacja - ciepto wiasciwe krysztatow - C,=3R~6cal/mol K.
Model klasyczny:
N atomow w krysztale = 3N-6=3N niezaleznych drgajacych stopni swobody + zasada
ekwipartycji energii = prawo Dulonga-Petita U=3NkT(=3RT)

Ale doswiadczalnie stwierdzono ze dla T—0; Cv~T>—0

Model Einsteina

Zatozenia:

e Oscylatory sieciowe o statej energii (w przyblizeniu stuszne dla fononéw optycznych
[o(q)=const]).

e Srednia energia 3N oscylatoréw o czestosci o (rozktad Bosego-Einsteina)
U= 3Nho

ho

kT
e’ —1

Stad C, = ,gdziex =

(e - )2
Teoria daje prawo Dulonga-Petita dla wysokich temperatur. Dla niskich temperatur silniejsza
zalezno$é niz obserwowana T°.

Model Debay'a

Zalozenia:
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e Uproszczona dyspersja fonondéw akustycznych
Or=ur(q; OL=uLq
Powtarzajac rozumowanie prowadzone dla elektrondw dostaje si¢ wyrazenie na gestosé
stanOw w przestrzeni q:
1

plg)= e
Gestos¢ stanow dla danej galezi fononowej (zaktadajac symetri¢ sferyczna):
1 q’dg o’dw
Z\q)dg = drq’dg = =
(q)dq G =

Sumujac wktady po wszystkich galeziach:

3_2 .1
u3 uT3 L3
Otrzymujemy:
30’
7 =
27*u’

[lo$¢ wszystkich mozliwych drgan - 3N (stad warunek na maksymalng czgstos¢ wpm) .
3

3N = IZ(a))da) = Za)'”
0

2.3
Tu

Stad: @, =u~N67°N

Wyliczenie $redniej energii:
Fonony - bozonami (rozktad Bosego-Einsteina)

fp(@) = L"l

kyT _1

Srednia dla wielko$ci A(m):
AT = [Z(0) [, (@) A(@)dew
0

ho, ho xkT
0=  X=—— D0 =—0
ky k,T h
® - temperatura Debay'a
®/T 2 22
T
A(T) _ .[ 3)62 k32 : 1
v N 2mu” et —
_ 3 (kTY @f A(x) x> dx
277\ uh e’ —1

3

k,T
A(x)L—dx =
1()h

0

. 1 67*N
K t 3N = —= =
orzystajac z PR = (uh)3 (k3®)3

TJS o x2dx

T
Otrzymujemy 4| — |[=9N| — A(x
ymujemy (®) (® !()ex_1
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® ~ u (predkos¢ dzwigku). Czym lzejsze jony tym wigksze u.
Szukamy $redniej energii drgan krysztatu U; zatem 4 = o
Poniewaz: hw = xk,T; Nk, =R

4 /T _3
U(Zj=9R®[1j e
® ©) 4 e-1

Calk¢ mozna rozwiaza¢ numerycznie.
Rozpatrzmy 2 przypadki, niskich i wysokich temperatur:

1. T<<®

Poniewaz catkujemy z ¢* w mianowniku, mozemy catkowanie rozciagnaé¢ do
nieskonczonosci.

]3 dx

e’ —1 _E

4
U ~ (%) = C, ~ T’ - zgodnie z do§wiadczeniem.

0

Wynik na U - podobny do prawa Stefana-Boltzmana jak dla fotonéw.
Analogia Scisla: statystyka bozonowa, brak limitu catkowania; roznica - dla fotonow 2 stopnie
swobody - nie ma drgan podtuznych.

II. T>>0

2
i ., X
x<<1 = mozna rozwinaé e" :1+x+7+...

T T 3. e/T
U (6] =9RT (6) . J. x*dx=3RT (prawo Dulonga-Petita)

0

3. Drgania sieci krystalicznej

e Dotychczas rozwazana struktura elektronowa w zamrozonej sieci krystalicznej

e Statystyka elektronow juz w funkcji T

e Zaktadali$my milczaco, ze dla T#0 nawet jesli co$ si¢ bedzie dzialo z siecia to nie zmieni
to funkcji falowych elektronowe;j

e kiedy to mozliwe?

Przyblizenie adiabatyczne (Borna — Oppenheimera):

Sie¢ drga powoli w stosunku do czestosci wiasnych elektronowych (réznica mas).
Czgstos¢ charakterystyczna dla sieci krystalicznej - o,
Czgstos¢ charakterystyczna dla elektronow - o, (Eg = hw, ).

W1<<We
Mozna wigc przyjacé, ze dla kazdego chwilowego potozenia jonow elektrony ,,natychmiast”
znajduja si¢ w stanach kwantowych odpowiadajacych potencjatowi istniejacemu dla aktualnej
konfiguracji jonow.
Pelny Hamiltonian opisujacy idealny krysztal'

P’ , 1 Z.7.e

_ pi2 11
H_iE+;2AJ/[j+E4ﬂgo;‘ri_r" 47;50;‘1’—R‘ 247;50J§R R‘

Mozemy go zapisa¢ w postaci:
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P* 11 ¢

2
VP - '
H=2 +Z2Mj+247rgoz

— 2m J i

+V(r,R)+ G(R)

r, — rj‘
gdzie r= (l’l ,I2,I3 ,...), R = (Rl , R2 . R3,...)
Szukamy funkcji falowej w postaci
¥(r,R) =yR(r)®(R)

gdzie yr funkcja wieloelektronowa, ktéra spetnia réwnanie Schrodingera dla elektronow w
nieruchome;j sieci:

2

{ L1 s e ‘+V(r,R>}wR(r)=EE<R>wR<r>

T 2m 2 4me, i -,

Po podstawieniu funkcji falowej W i pominigciu cztonéw nieistotnych (patrz np. Ziman
»Wstep do teorii..””) otrzymujemy rownanie na funkcje falowe jonow:

P2
) L_ L E,(R)+G(R)|D(R) = ED(R)
{j 2M

Gdzie E.(R) — adiabatyczny wktad elektronéw w energig sieci.
Przyblizenie harmoniczne

Zastosujmy do powyzszego rownania przyblizenie klasyczne. Energi¢ jonéw mozemy
przyblizy¢ opisujac ich ruch wzgledem polozenia rownowagi:

Hjop =Ho(Rg)+H'(dR)

gdzie Hy — energia jonow gdy wszystkie znajduja si¢ w potozeniu rownowagi, H” — jej zmiana
wskutek zmiany potozen jonow o dR.

Rozwijamy H’ wzgledem dR, czton liniowy znika (minimum). Dodatkowo, jesli wszystkie
jony przesuniemy o ten sam wektor dR; to otrzymamy przesunigcie catego krysztatu. W
przyblizeniu harmonicznym utrzymujemy zalezno$¢ energii krysztatu od kwadratu
wzglednego przesunigcia jonow d(Ri-R;).

b) Drgania jednowymiarowej sieci monoatomowej. Fonony akustyczne

&n-l &n E_.nﬂ
~000004&-0000040—~00000M0-00000M0

Rozwazmy jednowymiarowa sie¢ atomow o stalej sieci a (sprezynki symbolizuja
oddziatywania pomiedzy atomami).
Potozenie rownowagi n-tego atomu - na.
&n - wychylenie n- tego atomu z potozenia rOwnowagi.
Ograniczmy nasze rozwazania do przypadku oddziatywan pomigdzy sasiednimi atomami.
W przyblizeniu harmonicznym:
me, =a(s,, —¢,) — (s, =¢&,1)
Otrzymujemy nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych.
Szukamy rozwiazania w postaci fali:
& = A=) _ zaburzenie o wektorze falowym q i czgstosci .
Po podstawieniu:
—-maw’ = a(e’”“ +e )— 2a
—mae” =2a(cosqa—1)
Stad otrzymujemy relacjg dyspersyjna:

o(q) = \/E
m
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Wilasnosci:
o o(qrul-q)

e funkcja jest periodyczna z okresem 2m/a
Mozna zatem wprowadzi¢ pojecie strefy Brillouine'a, jak w przypadku elektronow.
Dlag—>0 @®w—>0

qg—>0= a)z21/ﬁﬂ:1/ﬁqa
m 2 m
. w a aa E
Predkosc fazowa u=—:1/—a=1/ = |—
q m m/a \/p

Gdzie E- modul sprezystosci, p - ggstosc.
: . [ E
(Sita sprezystosci F = E-4- = fotd =—.,a=a,a=> E=aa)
a a
Uzyskujemy wyrazenie analogiczne do predkosci dzwigku w ciatach statych.
Otrzymana zalezno$¢ dyspersyjna = galaz akustyczna.
Najmniejsza dlugos¢ fali < sasiednie atomy drgaja w przeciwfazie.
2 7
a

ﬂ’min =2a = qmax = /1 =

Zatem sens fizyczny maja drgania dla |q| <
a

Periodycznos$¢ w zaleznosci m(q) jest czysto formalna.
(Powyzsze nie dotyczy dyskusji wilasciwosci strefy Brillouin'a dla elektronéw - funkcja
falowa rozciagta; dla drgan sieci - funkcja falowa opisuje potozenia dyskretnych jonow)

¢) Pojecie fononu
[1o$¢ stopni swobody uktadu drgajacego = liczbie drgajacych atomoéw ( w sieci
jednowymiarowej)
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Dowolne drganie mozna przedstawi¢ jako superpozycje drgan normalnych uktadu
(superpozycja drgan harmonicznych o energii E i pgdzie p).
Stad jeden krok do kwantowania takiego uktadu.
W opisie z wykorzystaniem formalizmu mechaniki kwantowe;j:
wzbudzenia krysztatu = fonony o energii 71, .

Energia uktadu (oscylatory kwantowe):
E= Z(nq +%)ha)q =E,+ anha}q
q q

ng - liczba catkowita, ilos¢ fononow o wektorze falowym q
Ey - energia zerowa uktadu (dla T=0 E+0).
Fonony o wektorze falowym q niosa ped p ,, =7q

Formalizm opisujacy fonony jest analogiczny do kwantowania pola elektromagnetycznego,
wowczas kwantami sg fotony (stad podobienstwo nazwy).

fotony - stany wzbudzenia prézni

fonony - stany wzbudzenia krysztahu.
Czesto spotyka si¢ opis wzbudzen fononowych w jezyku drugiej kwantyzacji, korzystajac z
operatorow a i a’.
Fonony sa bozonami; statystyka opisana przez rozklad Bosego-Einsteina (podobnie jak
fotony).

d) Drgania sieci jednowymiarowej z baza

Dwa atomy w bazie o masach m; i m;

Stata sieci - a

odlegtos¢ w bazie b

State sitowe - w bazie 3

- poza baza a
Wychylenia atomow z potozenia rownowagi &, Eon

gl(n-l) &2(11-1) E.!ln iZn E.ul(nﬂ)
—00000~  ~000004—00000~  ~G0000@—00000  ~000004@—00000~  ~G0000@
m, m, o B
<>

b a

N
A\

Réwnania ruchu:

mlégm = PB(S,, —S1,) —a(S, —Sry)
mzégzn :a(é:l(m) =& = B, —S)

Szukamy rozwiazania w postaci fal biegnacych

é;l — Aei(qna—(ut) . 52 — Be[(qna—wt)

A, B w og6lnosci zespolone (rdznica fazy pomigdzy &p 1 Ean).

Po podstawieniu do powyzszego uktadu rownan:
~mAw* = f(B— A)—a(4— Be ™)
—~m,Bw” = a(4e"™ — B)— B(B - A)

Mozna to przepisa¢ jako uktad rownan na wspotczynniki A i B.
A[mlao2 —(a+ ﬁ)]+ B(,B +ae™ ) =0
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A(ﬂ + e )+ B[m2w2 —(a+ ﬂ)] =
Uktad ma nietrywialne rozwiazania jesli znika wyznacznik:
[mla)2 - (a + ﬁ)][mza)z - (a + ﬁ)]— (ﬂz +a’+ 2a,8cosqa)= 0
Oznaczmy &° = f° + o’ + 2af cosqa
0 - ma charakter quasi statej sitowe;j
B-al<s<a+p

Roéwnanie jest dwukwadratowe 1 dla kazdego q ma dwa rozwiazania (galgzie dyspersyjne

o(q)).

Przypadek szczegolny

m;=my=m - baza dwuatomowa tych samych atoméw (np. sie¢ diamentu)
Rownanie przybiera postac :

Imo* (o + )~ 6% =0

Rozwiazania:

/ia+ B
w,, = 5

Rozpatrzmy zachowanie w punktach granicznych:
q—0

o2 :a2+ﬂ2+2aﬂ:(0{+ﬂ)2 :>5=(0!+/3)

Q)IZO’ a)2: M
V m

q—)iZ

a

8’ =a’ + B> +2afcos(tn) =(a- B) = 5=la-f
jesli a>P to o=a-

Ja+ﬁ a+ Jzﬁ

/a+,8+a p \/7

(Jesli a<P, czestosci zamieniajq si¢ miejscami)
Na granicy jest przerwa energetyczna:

-2 (e Jp)
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A no

q

=

s |8 sg|

=t

< |3a
a4

Mamy dwie gatezie fonondéw: nizej energetyczna - akustyczna i wyzej energetyczna -
optyczna.

Jezeli do réwnania podstawimy ®; (akustyczna) to dla g—0 A=B -sasiednie atomy bazy
drgaja zgodnie w fazie.

Dla gatezi optycznej (m;) dla g—0 A=-B -sasiednie atomy bazy wychylaja si¢ w przeciwnych
kierunkach.

Gataz optyczna w krysztatach jonowych - moment dipolowy; oddzialywanie z fala
elektromagnetyczna.

Wynik nie jest zwigzany z réznica mas m; i m; ale z istnieniem bazy.

Dla krysztatow jonowych - silna absorpcja promieniowania elektromagnetycznego dla
czestosci odpowiadajacym fononom optycznym (Reststrahlen).

e) Fonony w sieci trojwymiarowej
- Trzeba wprowadzi¢ warunki Borna -Karmana
- Jedli tancuch jednowymiarowy N komorek to N stopni swobody.
- Galaz akustyczna; N - drgan wtasnych.

N komorek bez bazy - N drgan wtasnych
N komorek z baza 2 atomowa - 2N drgan wlasnych

W sieci z baza - drgania akustyczne i optyczne

Sie¢ trojwymiarowa:

N komorek, krysztat jednoatomowy - 3N stopni swobody = 3 gatezie fononow
(wszystkie akustyczne) - 2 gatezie fononéw akustycznych poprzecznych TA (czasami
zdegenerowane) + 1 gataz fonondéw akustycznych podiuznych LA.

Rézne nachylenia krzywej dyspersji dla q—0 (predkos¢ dzwigku).
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Sie¢ trojwymiarowa z baza, np. baza dwuatomowa - 6N stopni swobody - 3 galezie
akustyczne (LA+2TA) i1 3 optyczne (LO+2TO)

W ogdlnym przypadku dla s atoméw w basie: 3 gatezie akustyczne i1 3(s-1) galezi
optycznych.

TO - maja moment dipolowy - sprzggaja si¢ z promieniowaniem EM

LO - wnosza istotny wktad do polaryzacji osrodka (stata dielektryczna)

f) Doswiadczalne badanie fononéw
Metody badawcze: - nieelastyczne rozpraszanie neutronow - o(q)
- odbicie $wiatla - w(q=0)
- efekt Ramana w(q=~0, badz male)
- repliki fononowe w widmie luminescenc;ji.
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