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I. MACIERZ LINIOWEGO ODWZOROWANIA PRZESTRZENI WEKTOROWYCH

Wyobrazmy sobie, ze przestrzen wektorowa W jest zbudowana z kombinacji liniowych n liniowo
niezaleznych obiektow &;, &, . . ., &,, zwanych bazga. Na przyklad, obiektami tymi moga by¢ wektory
stuzace do zbudowania ukladu odniesienia w zwyklej przestrzeni tréjwymiarowej. Moga to byé¢ macierze
matematyczne, funkcje takie jak wielomiany okreslonego stopnia, bardziej ztozone funkcje pewnego typu,
takie jak sinus i cosinus caltkowitych wielokrotnosci argumentu, funkcjonaly, czyli funkcje funkcji takie
jak catka z funkcji na odcinku, przypisujaca funkcji liczbe, lub elementy jakiej$ abstrakcyjnej przestrzeni
wektorowej. Kazdy wektor w w przestrzeni W ma z definicji postaé

n

wo= > w. (1)
i=1
Np. wielomian w(z) = 2+ 2% — 2* w bazie wielomianéw & = z, & = 22, & = 23, &, = 2*, zapisuje si¢ jako
kombinacja liniowa ze wspdtczynnikami w, = 1, wy = 0, wz = 1, wy = —1. Wspdlczynniki w; nazywa
si¢ wspélrzednymi wektora w w bazie {;}i=1,.. . Wspélrzedne wektoréw oplaca si¢ zapisywaé w
kolumnie,

W= ’ (2)
wy,

poniewaz kazde odwzorowanie liniowe wektoréw daje sie wtedy zapisa¢ w uniwersalny sposéb za po-
moca macierzy odwzorowania. Macierz ta zmienia taka kolumne wspétrzednych wedtug reguly ,,wiersz
razy kolumna”. Np. operacja obracania wektoréw w przestrzeni jest liniowa i zapisuje sie w ten sposoéb,
rézniczkowanie wielomianéw jest odwzorowaniem liniowym i zapisuje sie w ten sposéb, transformacja
Lorentza jest liniowa i zapisuje si¢ w ten sposob, ewolucja atoméw zapisuje sie w ten sposdéb w mechanice
kwantowej, i inne operacje w wielu przestrzeniach operatoréw matematycznych uzytecznych w fizyce czy
informatyce zapisuja sie w ten sposéb. Dlatego warto zaznajomi¢ sie blizej z notacja uzyteczna dla odw-
zorowan liniowych. Co wiecej, pochodne wszystkich odwzorowan rézniczkowalnych sa odwzorowaniami
liniowymi. Zatem odwzorowania liniowe opisuja ogromna klase odwzorowan przez scatkowanie.

Kazde odwzorowanie liniowe L pewnej przestrzeni W w pewna przestrzen V jest jednoznacznie wyz-
naczone przez jego dzialanie na baze w przestrzeni argumentéw W. Mamy bowiem

Lw = LZ w; & (3)
i=1

=) wi L&, (4)
=1

i znajomo$¢ n wektoréw L&1, Lés, . . ., L&, w V pozwala podaé¢ wynik dzialania L na kazdy wektor w
w.

Kazdy wektor v w przetrzeni V' z definicji zapisuje sie w postaci kombinacji wektorow bazy w przestrzeni
V. Oznaczmy elementy bazy w przestrzeni wektoréw-obrazéw V przez x1, X2, . - -, Xm- Ich liczba m nie
musi by¢ taka sama jak liczba n elementéw bazy w przestrzeni W wektoréw-argumentéw odwzorowania
L. Kazdy wektor v w przestrzeni V' zapisuje sie teraz w postaci kombinacji

v o= Z VL X1 (5)
=1

i zaraz zobaczymy, ze wspétrzedne wektoréw v réwniez oplaca sig¢ zapisa¢ w kolumnie,
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Mianowicie, wektory L&y, L&, . . ., L&, mozna zapisaé jako kombinacje liniowe wektoréw bazowych
X1, X25 - - - Xm W V. Wspoélczynniki tych kombinacji mozna oznaczy¢ symbolami wedlug nastepujacej
reguly:
L& = Liixa+ Laix2 + - + LiniXm (7)
L& = Liaxi+ Laax2 + ..o + L2 Xm (8)
L&, = Linx1 + Lanx2 + .- + LinnXom - (9)

W tej notacji mamy

Lw = i: w; L (10)
=1
= Z w; Z Liixi - (11)
i=1 =1

Mozemy zapisa¢ sumowanie w odwrotnej kolejnosci i mamy

v = Lw (12)
> ( Lliwi> Xi - (13)
=1 i=1

Wiemy jednak, ze wektor v zapisuje sie za pomoca wspolrzednych wzorem v = 2;11 v x;. Tym samym,
zgodnie z reguta mnozenia wiersz razy kolumna, mamy

U1 Ly Liz ... Lip wq
(%) _ L21 L22 Lgn wo (14)
Um Lml Lm2 .o Lmn Wn,

Zatem wspélrzedne ¢ wektora v = Lw w przestrzeni obrazéw V wyrazaja sie za pomoca
wspoOhrzednych W wektora w w przestrzeni argumentéw W za pomoca macierzy odw-
zorowania L w bazach {§;}i=1... »n i{Xi}i=1,..m- Macierz odwzorowania zalezy od wyboru
tych baz. Kolumny macierzy odwzorowania sa zbudowane ze wspdtrzednych obrazéw wek-
toréw bazy z przestrzeni argumentéw tego odwzorowania w bazie w przestrzeni obrazéw
tego oddzialywania.

II. ZMIANA MACIERZY ODWZOROWANIA PRZY ZMIANIE BAZ

Zaréwno zmiana bazy w przestrzeni argumentéw W jak i zmiana bazy w przestrzeni obrazéw V
wplywaja na posta¢ macierzy odwzorowania L. Wybor bazy jest w zasadzie dowolny, chociaz niektére
wybory moga by¢ wygodniejsze niz inne. Np. kiedy obserwator wybiera baze wektoréw jednostkowych
w przestrzeni, budujac swéj uktad odniesienia, to kieruje sie swoja wygoda. Inny obserwator, np. jadacy
samochodem, wybierze swoje wektory bazy w przestrzeni inaczej. Niemniej, fizyczna tres¢ zjawisk obser-
wowanych przez obu obserwatoréw nie bedzie zalezala od ich wyboréw jakiej uzy¢ bazy. Jesli w jakims$
zjawisku istnieje pewien zwiazek miedzy wektorami, v = Lw, obaj obserwatorzy zapisza go w swoich
bazach inaczej mimo, ze fizyczna tres¢ ich zapiséw bedzie ta sama. Réznice beda wynikaly z réznych wy-
boréw baz. Zeby obserwatorzy mogli sie porozumieé i dotrzeé¢ do tresci fizycznej, ktora jest niezalezna od
wyboru bazy, musza zrozumie¢ zaleznos¢ macierzy odwzorowania L od wyboru bazy. Znajac te zaleznos¢,
tzn. wiedzac jakie réznice powinni widzie¢, beda mogli sprawdzi¢ czy obserwuja ten sam zwiazek v = Lw,
czy tez ich teoria, sugerujaca istnienie takiego zwiazku, jest bledna.

W ogélnoéci, mozemy rozwazaé zmiany bazy w przestrzeniach W i V' o dowolnych wymiarach. Zmiana
bazy w W nie zmienia wymiaru W i zmiana bazy w V nie zmienia wymiaru V.

Rozwazmy najpierw zmiang bazy w przestrzeni argumentéw W. Wektor w zapisany w wyjéciowej bazie
{&}i=1,....n jako kombinacja w = Y . | w;&;, moze by¢ réwniez zapisany w innej bazie, {/}i=1,. n, jako
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o« /el . . Lo . . .y s
w=_" ; w;&. Poniewaz mamy do czynienia z jednym i tym samym wektorem, musi zachodzi¢ réwnos¢

dYowi& = > wig. (15)
i=1

i=1

Gdy zrozumiemy zwiazek wspéhrzednych

w bazie {]}i=1,..n ze wspdlrzednymi

@ = (17)
W,

w bazie {{;}i=1,...n, 1 gdy zastosujemy to samo rozumowanie do wektoréw w przestrzeni obrazéw V, to
bedziemy mieli wszystkie elementy potrzebne do podania macierzy odwzorowania L w nowych bazach (z
primami) na podstawie znajmosci macierzy L w bazach wyjsciowych (bez priméw) i definicji nowych baz
w jezyku baz wyjsciowych (jak bazy primowane, jedna w W i jedna w V, sa okreslone za pomoca baz nie
primowanych, jednej w W i jednej w V).

Przypusémy, ze nowa baza w przestrzeni argumentéw W jest zadana w postaci nastepujacych kombi-
nacji liniowych

& = Biné& + Baéo + ... + B, (18)
&, = Bi2& + Bl + ... + B2y, (19)

Wiersze w macierzy n X n
Bi1 Bai ... By
Bl2 B22 cee B77/2
Bin B2y ... Bun
sa wspolrzednymi wektoréw nowej bazy w wyjsciowej bazie.
Réwnanie (15) méwi, ze kombinacja >, w} & musi by¢ réwna kombinacji >, w; &. To znaczy, ze

Zwéfz{ = w) (Bu& + Baiéa + ... + Bni&y)
i=1

+ wh (B12&1 + Baoka + ... + Bp2&y)

+ w:l (Blngl =+ B2n§2 + ...+ Bnngn)

n

= Z w; & . (22)

i=1

Mozemy zgrupowaé¢ wspdlczynniki przy wektorach bazy wyjsciowej i otrzymujemy

n
1!
E w;&;
i=1

(’U)ll Bll =+ UJIQ B12 + ot w; Bln) §1

+ (’U)ll Bgl + w’z B22 + ...+ w; Bgn) §2

+ (w] Bn1 + wh Bpa + ... +wl, Bup) &

n

> wi&. (23)

i=1
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Réwnoséé wspolezynnikéw przy &; dla kazdego ¢ = 1,2, ...,n w drugiej z powyzszych réwnosci oznacza, ze
wspohrzedne w; daja sie zapisa¢ w postaci

wy By Bia By,
U= | P g | PR ) | P (24)
W, Bnl Bn2 Bnn

Poniewaz wiersze w macierzy (21) sa wspdlczynnikami rozkladu wektoréw nowej bazy na wektory
wyjsciowej bazy, to kolumny w réwnaniu (24) sa zbudowane ze wspéhzednych wektoréw nowej bazy
w wyjéciowe]j bazie. Zauwazmy réwniez, ze kombinacja liniowa kolumn w réwnaniu (24) daje sig zapisaé
jako wynik dzialania macierzy na kolumne wspdtczynnikow w; z 7 =1,2,...,n. Mianowicie,

w1 B11 Blg Bln ’UJ’l
|| P e B )
Wn, Bnl Bng Bnn ’LU;L

Réwnanie (25) méwi, ze wspdhrzedne dowolnego wektora w w przestrzeni W w wyjsciowej
bazie mozna zapisa¢ jako kolumne wspdlrzednych «f, ktéra jest wynikiem dziatania
macierzy przejscia (B) wedlug zasady ,,wiersz razy kolumna” na kolumne wspéirzednych
W' tego samego wektora w nowej bazie. Macierz przej$cia (B) jest ustawiona z kolumn
wspotrzednych wektorow nowej bazy w wyjsciowej bazie.

Identyczne rozumowanie w odniesieniu do przestrzeni V' i zmiany bazy z wyjsciowej {x;}i=1,...m na
baze {x]}i=1,...,m dana kombinacjami liniowymi

X1 = Ciixi+Caxz+ ..+ CriXm (26)
X = Ciaxi + Cozx2 + ... + CruaXm (27)
X;n = Cimx1 + ComXx2 + .. + CorumXom » (28)

prowadzi do wniosku, ze wspoétrzedne wszystkich wektoréw v w przestrzeni V' w wyjsciowej bazie mozna
zapisa¢ w postaci kolumn nastepujaco:

U1 Cll 012 e Clm ”Ui
(%] _ 021 022 Cgm ’Ué (29)
Um, Cmi Cp2 ... Com U»lm

Réwnanie (29) méwi, ze wspohzedne dowolnego wektora v w przestrzeni V' w wyjsciowej
bazie mozna zapisaé jako kolumne wspélrzednych ¢, ktéra jest wynikiem dzialania macierzy
przejécia wedhug zasady ,,wiersz razy kolumna” na kolumne wspéhrzednych ¢ tego samego
wektora w nowej bazie. Macierz przejscia jest ustawiona z kolumn wspoéhrzednych wektoréow
nowej bazy w wyjsciowej bazie. Macierz przejécia (C) w przestrzeni V zalezy od wyboru
baz w przestrzeni V' i jest niezalezna od macierzy przejscia (B) w przestrzeni W zaleznej
od wyboru baz w przestrzeni W. Lecz gdy rozwazamy odwzorowania przestrzeni W w
przestrzenn W, to mozna uzywaé jednej i tej samej bazy wyjsciowej dla opisu wektoréow
argumentéw i wektoréw obrazdw, i réwniez jednej i tej samej nowej bazy dla opisu wektorow
argumentéw i wektoréw obrazéw. Wtedy macierz przejscia (C) jest identyczna z macierzg
przejécia (B).

Zalézmy teraz, ze zgodnie ze wzorem (14) wspélrzedne ¢ wektoréw-obrazéw v = Lw w odwzorowaniu
L w wyjsciowej bazie w przestrzeni V wyrazaja sie przez wspéhrzedne W wektordw-argumentéow w w
odwzorowaniu L w wyjsciowej bazie w przestrzeni W nastepujacym wzorem:

U1 Ly Ly ... Lin w1
(%) L21 L22 Lgn wo (30)

Um Lml Lm2 Lmn Wn,
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W tym wzorze kolumny macierzy (L) odwzorowania L sa zbudowane ze wspéhrzednych obrazéw wektoréw
bazy z przestrzeni argumentéw tego odwzorowania w bazie w przestrzeni obrazéw tego odwzorowania.

Wstawiajac wzory (25) i (29) do réwnania (30), otrzymujemy wzdr

v [ Cii Cro Cim vy
S R I @1
Vo | ot Criz oo Coum | L,
[ Li1 Lo Lip, 7 [wt
e B (32)
| Lot Lo~ Lo ) L
" Luy Lis .. Lin] [ B Bz ... Bin ] [ W)
_ | Lo Dm o Low | | Ba Ba o Ba | |wh | (33)
| Lot Loms . Lom ) LBt Bps o Bun | Lul,
czyli
Cii Cia . Cim v, Lii Lis . Lip 1 [ By Bis . Bin] [ W)
Cn Cop . Com G| | Lo Lo Lan || B Baow B | fwh | gy
Cpt Comz oo Coum | L0, Lot Lums o Lym | L By Buo . Bun ] L,

W tym wzorze wystepuja wylacznie wspoélrzedne wektoréw w i v = Lw w nowych bazach w przestrzeniach
W i V. Kwadratowe macierze przej$¢ (B) i (C) sa z definicji nieosobliwe i istnieja macierze do nich
odwrotne, m x m macierz (C')~! oraz n x n macierz (B)~1L.

Stopniowo wprowadziliSmy notacje dla macierzy i wspotrzednych wektoréw w odwzorowaniu L:

e i = kolumna wspolrzednych wektora w w przestrzeni argumentéow W w wyjsciowej bazie &,

L) = macierz odwzorowania L w bazach uporzadkowanych & w W oraz x w V,

[ ]
—

e ¥ = kolumna wspéhrzednych wektora v w przestrzeni obrazéw V' w wyjsciowej bazie x,
e Réwnanie (30): ¥ = (L) W,
e ' = kolumna wspdhrzednych wektora w w przestrzeni argumentéw W w nowej bazie £,

e (B) = macierz przejscia od bazy £ do & w przestrzeni argumentéw W,

w = (B) @',
e ¢/ = kolumna wspétrzednych wektora v w przestrzeni obrazéw V w nowej bazie x/,
e (C) = macierz przejécia od bazy x do x’ w przestrzeni obrazéw V,

= () v,
e Réwnanie (34): (C) 7' = (L) (B) w'.

—~

S

Po pomnozeniu przez odwrotnos$é macierzy (C), ostatni z tych punktéw méwi, ze obowiazuje nastepujaca
zasada konstrukcji macierzy (L) odwzorowania L w nowych bazach (primowanych), kiedy zna si¢ jego
macierz (L) w wyjsciowych bazach (nie primowanych) i macierze przej$é¢ (B) i (C) od wyjsciowych baz
do nowych:
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Stosujac konwencje sumacyjna: powtdrzony indeks zawsze sumuje sie od 1 do wymiaru przestrzeni,
mozna w skrécie powiedzie¢, ze wektor w = w;&;, 1 jesli w; = Byjw}, to w = Bijw}&;, i stad w = w)BJ&;,
czyli & = BjTi&. Macierz (BT), kombinujaca wektory wyijéciowej bazy {&}i—1.... W wektory nowej
bazy {7§§}j:17m,n, jest macierza transponowana do macierzy przejscia (B), ktéra podaje wspélrzedne
wektoréw w wyjsciowej bazie (nie primowanej) jako kombinacje liniowe wspélrzednych wektoréw w nowej
bazie (primowanej).

Uzywajac konwencji sumacyjnej, mamy

( (35
v; = ( (36
wj = (B)jxwy, (37
(Clav; = ( (38
v = ( (39

— Y ~— — —

W konwencji symacyjnej kazdy indeks moze wystapi¢ tylko raz po jednej stronie réwnania (wtedy nie
jest wysumowany i musi wystapi¢ réwniez raz po drugiej stronie réwnnia, np. obie strony réwnania
opisuja wspélrzedne wektora i po obu stronach musi pojawi¢ sie ten sam numer wspéhrzednej) lub tylko
dwa razy (wtedy jest wysumowany i moze wystapié¢ tylko po jednej stronie réwnania). Zaden indeks
nie moze wystapi¢ wiecej niz dwa razy. Jesli powstaje sytuacja, w ktérej trzy lub wigcej indekséw sa
sobie réwne i sa wysumowane, konwencja sumacyjna mowi, ze taka sytuacje trzeba wyjasni¢ dodatkowym
komentarzem. Jesli jaki$ indeks wystepuje dwa lub wiecej razy ale nie ma byé¢ wysumowany, konwencja
wymaga, zeby doda¢ wyjasnienie, ze nie nalezy sumowa¢ po powtdrzonych indeksach. W specjalnych
sytuacjach moze by¢ tak, ze po jednej stronie réwnania wystepuje jeden indeks, a po drugiej stronie go
nie ma. W takiej sytuacji konwencja mowi, ze dla wszystkich wartosci tego indeksu otrzymuje sie takie
samo réwnanie, ale liczba réwnan jest nadal réwna liczbie wartosci, ktére moze przyjac ten jeden indeks.



